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ABSTRACT

This PhD Thesis consists mainly of three parts. The first and primal part presents for the

first time a new exterior point Simplex algorithm for the solution of the Minimum Cost Network

Flow Problem. More precisely, we present the pseudocde, illustrative examples of an optimal or

unbounded problem, as also the mathematical proofs of correctness. The second part describes

an implementation in the Fortran 95/2003 programming language and also shows an indicative

computational behaviour of the proposed algorithm. All the necessary data structures, which

have been used, as also the software and hardware infastracture are analytically discussed.

Finally, in the third part a new software for the solution of problems belonging to various

categories of Network Optimization, mainly for educational purposes, is shown.
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* �� �1���5!��� & �������!%�� �51� (a) "� �� ���2!%��

���"5 #%�#�� T (2) (b)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C3

3�C (�����D� �8��. �* �� �1���5!��� & �������!%�� �51� (a) "� �� ���2!%��

���"5 #%�#�� T (3) (b)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C4

3�> ���#���! �����������* ��"�.� ��. ����� !��� � � � � � � � � � � � � � � � � � C?

3�K ���#���! �����������* ����"5 �,�"�5 #%�#�� T (1) � � � � � � � � � � � � � � � � CC

4�L ��9��� �.�#.�!�� �� �����# ���� !� ���"5 �51� (i, j) � � � � � � � � � � � � � � >L

H�L ������, ��� #�! � .��������� ATI � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KH

H�3 �� .��#%�#�� T ∗ "� �� ��%����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KC

H�4 �� #%�#�� T
′
!��� ��� ��������, � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K>

H�H ���#���! ��9 "�.��� #�"�8�. �� ����� "��!%��. �8��. RELAX4 � � � � � � � LBL

H�? ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� 36?@ � LBC

H�C ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� 36?@ � � LB>

H�> ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� ?6B@ � LBM

H�K ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� ?6B@ � � LLB

H�M ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� LB6B@ LL3

H�LB ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� LB6B@ � LL3

H�LL ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� B6L@ � LLH

H�L3 ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� B6L@ � � LLH

?�L ��#�"�� ����.��� ������!��2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L3L

L4



?�3 ������" !��� ������7� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L34

?�4 ��"�.� ��#���!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L3H

?�H � �� ���� ����%��� �� #������ ��� ! ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � L3C

?�? � �� ���� �.!����7��� � �������� ��#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L3>

?�C 	 �������# ��9 "�.�� �2� �1����!%�2� �512� � � � � � � � � � � � � � � � � � � L3>

?�> � ������8!�� #�#�!%� �15#�. �����!�����8��� �7� 2� #�#�!%� ���5#�. � � L3K

?�K �� ���9.�� !� � #�#�!%� �15#�. ��. �����,���� �� �� ��� �� �� ��9� 8��1�

��������" � #���1��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L3M

?�M ������, ��� #�#�"��� !��,5��2��� �����. � � � � � � � � � � � � � � � � � � L4L

?�LB ��� ���� ��. �����. ���� !��,5��2�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L44

LH



��������� ������

.9. E�5��� �"�%����� ���.2�.!�"7� �����9!2� �� �� ��(� � � � � � � � � � � � � � H?

�9. ����7���� ��!7� ���"7� �512� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ?C

�9� +�������!5� x(1)(T ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C>

�93 +�������!5� w
(1)
i (T ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C>

�91 +�������!5� ����7� h
(1)
ij � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CK

19. ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� 36? @ � � � � � LB?

19� +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� 36?@ � � � � � � � � � � � � LBC

193 ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� B6? % � � � � � LBK

191 +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� ?@ � � � � � � � � � � � � � LBK

197 ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� LB % � � � � � � LLB

19 +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� LB@ � � � � � � � � � � � � LLL

19: ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� B6L % � � � � � LL4

196 +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� B6L @ � � � � � � � � � � � LL4

L?
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��� ��������� !�"#$ ��% ��&���'(%

��9�!��"5� �����!!���!5� ���� %� ���8 !����� ���.����"5 ��#��6 ��� ����� "8��� ��50

�� ������� � ����.1� �������!��"7� .���������"7� �����"7�� -(� �#������ .���8���� ��.

�9�!��"�8 �����!!���!�8 ���� � I�!!�"5� �����!!���!5�6 � ������ �,%���� �.� 92�

"� 2� I�!!�" 
�������������6 ���� ����� �����8!��� ��"������"� !� ��!!�"� ����� !��

�"���.97��� ��� ������8!��� "�������������6 � I�!!�" ��"�." 
�������������6  ���

,�'�$
'� -����%����"�%�6 ��%�� )� ! L�L :www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/OptWeb;6 ���� !�

���.����" ������ � ���� !� �� ����� ��� ������� .���8���� ��� I�!!�" � 
���������������

	 ��"�." 
������������� ���"����7���� ".��2� �� �"��� � ��!!�"� ����� !�6 � ����

���� #.��5 � !����������9�8� �����!����7��� ��#�"%� #�!%� #�#�!%�2�6 5�2� � ��, !�

"� � #�"�.�

-��2� � ��!���"5���� "������ ������!��2� ��� (�����!���" � ������ � ��� ��"�." �


�������������� ���� �� ��5���! �� � (������. �5���.�6 �� ����� 9 ���!���.!� ��(�

��� �.�%��� �� �5��.� �.���!�� ��� ���8��� :Minimum Cost Network Flow Problem  

��� MCNFP;� �� ��(� �������,��� ��.��"� �� ���97� �����2� 5�2� �� ���#���!*

LC



)� ! L�L �%�#�� 
��������������

(Paparrizos, Samaras, and Sifaleras 2005)6 (Ahuja, Magnanti, and Orlin. 1993) "� (Bertsekas

1991)�

����� ��!���"� ����� !� ��. "��#�. ��� ��"�." � 
�������������� 5�2� �� ��5���!

��� �8����� ������2� #�5!2� (Dijkstra 1959)6 �� ��5���! ��� �8����� !������� �� � (Ford and

Fulkerson 1957)6 "97� "� �� ��5���! ��� !��,���� (Dantzig 1951)6  ������������ (Balinski

1985)6 ���� ��#�"%� ������7���� ��. ��(�� �� ��(� ������� !� ��#�" ������2�� 0 .����5���!

��. ����"�8 ��!!�"�8 ����� !��� "� �� �� �5�� .�5 ���� ����8��!� �� ���.2�.!�"5 ��5���

'5�2 ��� 1��2���� � �.�#.���" � #�! �6 %��.� ���9�� �"���� �������!��"�� ��5��9!�� ��

�� ��(��

��- 5�� �� ��(� !����� � �.9�� "������ �� �� �����9!2� ��. ��!!�"�8 �����!!0

���!�86 5��� ���#5� �� ��5��9!�� �� �� ��(� 1������8� ��� �#������ �.�#.���" #�! ��.

����� !��� �8�2� 7��� � ������� ��� �������!��"��� ) !��6 .������ !� ���97� ���2�

L>



�����9!2�6 �� ������ ���� �"�� �������!��"���

��) ���*+$# �&� $�$,$-#&

)"5��!� ����6 ��� ��!��� .�5 !� ��.��" ������, �2� ����!7� "� ��� �������� ��.

�����!�����8��� !%�2� �� ��5!�� "�,���� �8� �8��� N "� A6 � ���� �.!��������� !�

G = (N,A) ������8� %� �)!��
  ���7� �)!� (graph)6 G� ��9� �������� ��. �.�5��. N

���!����� '/���� (node)6  %���"� (point)6  '��$!� (vertice)� �� �8���� A ��������� �5

��.���� "5!�2� 0 �������2� ��. �.�5��. N � � ������� ��. �.�5��. A ����������� !� (i, j)

"� �5 �#7 "� %���� 9 � ���!���.!� ��� 7� �/*
 (arcs)� ��9� �51� (i, j) #�,���������� �5

�� ��������� (j, i) �51�� � ��, !� �%����. ��#�.� ���!������ ���%
�
����%���
 (directed)�

�� � ��8�� "5!�2� ��. �.�5��. A #�� ���� ����������!%�6 ��5�� ���8�� (i, j) = (j, i)6 �5��

�� ���,�! ���!����� �� ���%
�
����%���� (non directed) "� � ��8�� "5!�2� ��. A ������8�


'��� (edges)� �� "!%� �.� 92� �.!��������� !� ��5!��� ��5�� 5�2� � �516 #��# � "! 

!��18 �2� "5!�2� i "� j �.!�������� (i, j)�

)� ! L�3 ����������!%�� ���,�!

I� "�8���� 0 ������" ��"5� �2� ���,2�6 �� ���,�� 9 ���"�������� !� ��,�"5 ��5��

LK



)� ! L�4 �� ����������!%�� ���,�!

2� �1 �� �� "8"�� 9 ���������� � "�9� "5!���6 ��� "%���� ��. �����. 9 ����,��� %��

��9!5�6 � ������ 9 #��7��� �� 5��! ��. �.�"�"��!%��. "5!��.� � ���9�"5� ��9!5� �2�

"5!�2� �.!�������� !� n, (n = |N |)� �� .�5� ��� ��5��6 �� "5!��� 9 ����������� 2� L6

36 ���6 n� ���������6 !� �%��� 9 �.!�������� �� "�9� �51�� I� ��� "�����6 �� �51� (i, j)

���"������� !� %� �%���6 ��. �1%����� �5 ��� "5!�� i "� ���%����� ��� "5!�� j� (����%��6

��� "5!�� i 9 ��� �,%��.!� "� 2� "5!�� �$�) (tail)6 ��7 ��� "5!�� j 9 ��� ���!���.!� "�

2� "5!�� '�!
�� (head) ��������� � ��9!5� �2� �512� �.!�������� !� m, (m = |A|)� �%���6

�� "5!��� i "� j �� ������ ������8� �51� (i, j)6 ���!������ ������ "� )'�
 (ends) ��. �51�.�

)�� )� ! L�3 ���"������� %� ����������!%�� ���,�! �� �� ����� ���8�� N = {1, 2, 3, 4, 5}

"� A = (1, 2), (1, 3), (1, 5), (2, 1), (2, 4), (4, 3), (4, 5), (5, 2), (5, 4)� ).���7� %��.!� n O ? "� m O

M� �� "!%� (i, j) �.!��������� !� ��!!%� :5�� !� �%��; ��. ��7��.� ��.� "5!��.� i "� j� )��

)� ! L�4 �!,������ %�� !� ����������!%��� ���,�� !� �8��� "5!�2� "� "!7� � ����

N = {1, 2, 3, 4, 5} "� A = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (3, 5), (4, 5)} ���������

&
�)����
6 (parallel) ���!������ #8�  �����2 �51 ��. %��.� ��� �#� �� i "� �#�� �%���

j, (i �= j)� (����5�9�� #�6 %� �51� !� �� "� �%��� ��� �#�� "5!��6 (i = j)6 ���!����� ��/0��

(loop)� � ��, !� ��. ����%��.� ������� �51  P "� ��5��.� "��8��� $����
!��
�


LM



(hypergraphs)� )�� �.�%��� ��� ������ �6 5�� 9 .������ � 5��� ���,�! 9 �������� %�

����������!%�� ���,�! #��2� ������� �516 �8�� ��5��.�� )�� )� ! L�H ���"�������

%� .������,�!� � �51 a "� b ,�8 %��.� ��� �#� �.��6 ��� "5!�� L "� ��� �#� "�,� 6 ���

"5!�� 3 ���� �������� ��� ��� ���� !����6 � �51 c "� d :%��.� � �#� �"� ��.� "5!��.�

4 "� H6 ��� #�� %��.� �#� �.�� "� �#� "�,� ; "� 2� �" ��8��. #�� ���� �������� �%���6

�5 �51� e ������� ��5��6 ��7 %�� ���,�� ��. ����%��� �.�5���� �51 "� "!%� ���!�����

��'�/�

)� ! L�H -(� .������,�!

� !� ����������!%� ��, !� ������8� ��#�"%� ������7���� �2� ����������!%�2�

��,�!��2�� -(� !� ����������!%�� ���,�! !����� � !������� �� ����������!%�� !�

��� ���"������ "�9� "! � (i, j) !� ��� #8� �516 (i, j) "� (j, i)�

-(� ���,�!6 !� �������!%��.� ��9!�8� ���.� "5!��.�  "� �� �51 ��. ���!�����

("'�$� (network)� -�� �� �8���� �2� "5!�2� N ��5� ��, !��� ���� #�!����!%��6 �� #8�

.���8��� N1 "� N2 !� �%���� ��5�� 7��� 5� � �51 � %��.� %� �"�� ��� N1 "� %�

�"�� ��� N26 �5�� �� ���,�! ���!����� (������ (bipartite graph)� -(� #�!��%� ���,�! !�����

� ���� ���� ����������!%��6 ���� !� ����������!%��  "5!� "� !�"�5� )�� )� ! L�?

(a) ���"������� %� !� ����������!%�� #�!��%� ���,�!6 ��7 ��� )� ! L�? (b) ,����� %�

3B



����������!%�� #�!��%� ���,�!�

)� ! L�? -(�� #�!�� � (a) "� %�� #�!�� � ����������!%��� ���,�� (b)

�� "5!��� i "� j ���������.� ��� �51� (i, j)6 ��7 �� �51� (i, j) ���������� ���.� "5!��.�

i "� j� �"5!�6 5��. ������ �5��� 5�� �5 %� ���,� ,������ � "5!��� i6 9 �1.�"�8���

5�� �.�5���� #����,���� "� 5� � �51 ��. ���������.� �- .�5�� -(��2 F = (N ′, A′) %�

���,�! ��. ���"8���� �5 �� ���,�! G = (N,A) #����,���� "5!��.�  "� �51� �5�� ��

���,�! F 9 ������� $���)!��
 (subgraph) ��. G� ���8�� ������� 5�� N ′ ⊆ N "� A′ ⊆ A�

�� �� 9�� �2� "!7�  �512� ��. ���������.� ���� "5!�� i �� ���!���.!� �
��/ (degree)

��. "5!��. i� ��� �.�"�"��!%�6 � ��9!5� �2� �512� !� �� ��� "5!�� i ���!����� �*� �
��/�

(out degree)6 ��7 � ��9!5� �2� �512� !� �%��� ��� "5!�� i ���!����� �%� �
��/� (in degree)�

-��2� ,����� ��� )� ! L�36 � �9!5� ��. "5!��. L ��� ���,�! ��. ���� H6 � %12 �9!5�

��. ���� 4 "� � %�2 �9!5� ��. ���� L� ������������ (isolated) ���!����� %�� "5!��� !�

!�#���"5 �9!56 ��7 !���� (leaf) ���!����� %�� "5!��� !� �9!5 L� )�� ���,�! ��. )� !���

L�C (a) �� "5!��� L "� ? ������8� ,8��� �� (i, j) ���� �51� ��. ��, !���6 �5�� � "5!��� j

���!����� �*� ������'/� "5!��� ��. i6 ��7 � i ���!����� �%� ������'/� "5!��� ��. j� )� %�

�51� (i, j) ��. ��,�.6 � "5!��� j ���!����� (���
�/� (adjacent) ��. "5!��. i "� � i #����5�
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��. j� �� �8���� �2� %12 �������"7� "5!�2� ���!����� �*� ������) (out neighborhood) ��7

�� �8���� �2� %�2 �������"7� "5!�2� ���!����� �%� ������) (in neighborhood)� �� ��� 5��

#� �������� (neighborhood) �����.!� ��� %�2�� ��� %12 "� %�2 ���������� 	 %12 �������� ��.

"5!��. 2 ��� ���,�! ��. )� !��� L�3 ���� �� �8���� �2� "5!�2� {1, 4}6 � %�2 �������� ��.

���� �� �8���� {1, 5}6 ��7 � �������� ��. �� �8���� {1, 5, 4}�

)� ! L�C ���#���! �.��#2�

)� %� ���,�! G = (N,A) 
�$%"(
 (chain) ���!���.!� !� �����.�� �5 "5!��.� ik "�

�51 ak6 i1 − a1 − i2 − a2 − . . . − ir−1 − ar−1 − ir6 � ���� ������ "� �����7��� !� "5!�� %���

7��� �� "�9� 1 ≤ k ≤ r − 1 � ���� ak = (ik, ik+1) ∈ A  ak = (ik+1, ik) ∈ A� )�� )� !

L�C ���"�������� #8� �.��#�� ��. ���,�. ��. )� !��� L�3� ��� �.�"�"��!%�6 � �.��# ��.

)� !��� L�3 (a) ���� L 0 :L6 4; 0 4 0 :H6 4; 0 H 0 :H6 ?; 0 ?6 ��7 � �.��# ��. )� !��� L�3 (b)

���� L 0 :L6 4; 0 4 0 :H6 4; 0 H 0 :H6 ?; 0 ? 0 :?6 3; 0 3 0 :36 H; 0 H� )� !� �.��# �����%���� �

.������ %�� "5!���  %� �51� ������5����� �5 !� ,��%�� �� �.��# ���� %� ���,�! ��.

���!������ �5 %� ���� ���,�! G = (N,A) !� "������� ��5��� (���%��.!� %� "5!�� i1

"� %� �51� ��. %��� %� �"�� ��� "5!�� i1� -(��2 i2 �� ���� �"�� ��. �51�.� (���%��.!� �7�

%� �51� ��. %��� %� �"�� ��� "5!�� i2 "� ���� �"�� %� "5!�� i3 "��� (�� ���8�� i1 = ir �5��

� �.��# ���!����� '���%�� (closed)6 ��7 � ���8�� i1 �= ir �5�� � �.��# ���!����� 
���0��

33



(open)� �� �.��# ���!����� ���%
�
����%���� (directed) � �� "�9� 1 ≤ k ≤ r − 1 ���8��

5�� ak = (ik, ik+1)6 #��# 6 � �� "�9� ��.���� #�#���"7� "5!�2� ik "� ik+1 ��� �.��#�6 ��

�51� ak %��� ����������!5 �5 ��� "5!�� ik ���� "5!�� ik+1� �� �.��#�� #�� ����#���������

!���� !�� !� �� ��,�" ��.� ��������� (��!%�2�6 ��%��� ��2�# ���� � �,%���� �

�����.�� �2� "5!�2� "� �512�� 	 �.��# L 0 :L6 4; 0 4 0 :H6 4; 0 H 0 :36 H; 0 3 0 :?6 3; 0 ?

���#���!��� �����6 5�2� "� � ������8!���6 ���������� 1�� !� �� ���,� ��. )� !��� L�C

(b)�

,�/��� (path) "����� !� ����� �.��#6 5�� "�9� "5!��� :"� "�9� �51�; �!,������

!���� !� ,���� )� %� #�5!�6 �"�� � "���,�8� � �51 ��.� )�� �� ! L�C (a) � �.��#

������� #�5!�6 ��7 ��� )� ! L�C (b) #�� �������6 ,�8 � "5!��� H �!,������ #8� ,��%��

�����%��(����'/ (forward) ���!����� �� �51� (i, j) ��5� #�5!�.6 5�� "�� ��� ����� �5

��� ��7�� "5!�� i1 ���� ��� ����.��� ir �.����!� ��7� ��� "5!�� i "� !��� ��� "5!�� j�

)� ���9��� ������2�� �� �51� ���!����� ���%��(����'/ (backward)� &��%
�
����%���� #�5!�

(directed path) ���!���.!� �"���� �� #�5!�6 ��. �����. ���� 5� � �51 ���� �!����9�#��!�"�

���� 5� ���� ����9�#��!�"�� )�� )� ! L�> (a) � #�5!�� ���� !� ����������!%��� ��7 ���

)� ! L�> (b) ���� ����������!%���� I� %� ����������!%�� #�5!� �"�� � ���,���� ��

"5!��� ��. !� �� ������

-�� �� %� #�5!� � ��7��� "� � ����.���� "5!��� ���� �#��� (i1 = ir)6 �5�� ���!�����

"�����5� #�5!��  '�'��� (cycle)� -�� � #�5!��6 �5 ��� ����� ���"8���� � "8"���6 ���� ���0

�������!%���6 �5�� � "8"��� "����� ���%
�
����%����� (directed)� )� ���9��� ������2��

���!����� �� ���%
�
����%����� (not directed)� )�� �.�%��� ��� ������ �6 5�� �,��5!0

��� �� #�5!�  "8"��6 9 �����8!� %� !� ����������!%�� #�5!�  "8"��� )�� �� ! L�K (a)

� "8"��� ���� !� ����������!%��� ��7 ��� )� ! L�K (b) ���� ����������!%���� �8"�2!

(circuit) "��8!� %� ����������!%�� "8"��6 ��7 )'$'�� ���,�! ���!���.!� %� ���,�!
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)� ! L�> ���#���! !� ����������!%��. (a) "� ����������!%��. (b) #�5!�.

#��2� ����������!%��.� "8"��.��

)� ! L�K ���#���! !� ����������!%��. (a) "� ����������!%��. (b) "8"��.

�$�(������ (connected) ���!������ #8� "5!��� i "� j ��5� ���,�. G = (N,A)6 ��� .������

��.�������� %�� #�5!�� :����������!%���  !�; !� �"� ��.� "5!��.� i "� j� � ���,�� G

"����� %$��'��'/� (connected)6 � "�9� ��.���� #8� "5!�2� ���� �.�#�!%��� (�#���2�6 �� ���0

,�! ���!����� !� �.��"��"5 (disconnected)� ).����7��� (components) ���!������ �� !%������

�.��"��"�� .�����,�� ��5� !� �.��"��"�8 ���,�.� )�� )� ! L�M (a) � ���,�� ���� �.��"��"5�6

��7 ���9%�2� ��� )� ! L�M (b) #�� ���� :! �.��"��"5�; "� ��������� �5 #.� �.����7���� ��

�� %� �����# ���� ��.���� "5!�2� i "� j .������ ��.�������� %�� ����������!%��� #�5!��
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�5 ��� "5!�� i ���� "5!�� j "� ��.�������� %�� ����������!%��� #�5!�� �5 ��� "5!�� j

���� "5!�� i6 �5�� � ���,�� ���!����� �%0$�) �.��"��"5� (strongly connected)� )�� )� ! L�M

(a) �� ���,�! ���� ���.�� �.��"��"5�

)� ! L�M ���#���! �.��"��"�8 (a) "� !� �.��"��"�8 (b) ���,�.

�� #�!%���� ��. �.�5��. �2� "5!�2� ��. �� #.� .���8��� S "� S′ "����� ���� (cut)

��5� ��,�. G = (N,A) "� �.!�������� !� [S, S′]� F� ��! "5!� 9 "��8!� "� �� �8���� �2�

�512� ��. A ��. %��.� �� %� �"�� ��� S "� �� ���� ��� S′� �� s "� t ���� #8� #�,�����"��

"5!��� ��. N 6 !� s − t ��! (s − tcut) ������� !� ��! [S, S′] �8�2� 7��� s ∈ S "� t ∈ S′�

�� L0? ��! [S, S′] ��. ��, !��� ��. )� !��� L�M (a) ���� S = {1, 2, 3} "� S′ = {4, 5}� �

�51 .� � ��� ��! � ���� [S, S′] = {(2, 4), (4, 1), (3, 5), (5, 2)}�

� #%�#� (trees) ��9�7� ������8� � ��� ��!���"� ��, !�� 
���"���� ���#5� ��

5��.� ��.� ��5��9!�.� ��"�." � 
�������������� "� �.� 92� � �����D�,� �2� �����9!2�

�������,��� !� 5��.� #%���2�� -(� �.��"��"5 ���,�! #��2� "8"��.� 9 "����� (��(��6 :��

� #%�#� ����"7� .�����.� ������ ���#8�!�� ����!��;� )�� )� ! L�LB �!,������� #8� #%����

� #%�#� %��.� !� ���97� ��#�,%����2� �#��� �2�� ����"%� �- .�%� ���� *

• -(� #%���� !� n "5!��.� %��� n 0 L �51

• -(� #%���� %��� ��.�������� #.� ,8��
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• ��9� #.� "5!��� �.�#%���� !� "���7� %� #�5!�

,)%�� (forest) ���!����� %� ���,�! ��. ������� �.���� �5 #%���� +������ ���97�

�����9!2� ��� #��9� ��������,�6 �� ������ "���.� �� �� #�7�� I� ���#���! � ��5��9!��

�������. �� �� ��5���! ��� !��,���� !� #���� 1�"�� !��� �� #���� ������ (Achatz,

Kleinschmidt, and Paparrizos 1991)  � ��5��9!�� �12����"7� ��!��2� !� �� �� #���.� �� ��

��5���! ��� ������������ (Achatz, Paparrizos, Samaras, and Tsiplidis 2002)� )� .��8� ��.�

�����9!�.�6 � ���"������� #�� ������ !� �� �� 9�� ��5� ���2!%��. #%�#��. :���" �8��;

��� ���9%�2� !� !�"�� ���2!%� #%�#� ��. ������8� �� #�����

� ��1����
 #%��� (rooted trees) ������8� !� ��!���" "���� #%���2�6 5��. "������

"5!���6 � ��� (root)6 ���� #�"�"��!%���6 ��7 �� 5��� .�5������ "5!��� ����"���� �� #�#���"�

��9!�!%� �����# L6 36 46��� � � "5!��� 0 ��� ����"��� ��� !�#���"5 �����#�� -(� ���#���!

���2!%��. #%�#��. ���"������� ��� )� ! L�LL� � "5!��� L ������� �� ��� ��. #%�#��.� ��

"5!��� 36 4 "� H6 ����"���� ��� ��7�� �����#�6 �� "5!��� ?6 C "� > ����"���� ��� #�8����6 ��7

�� ����� �����#� �����!����� #.� "5!��.�6 ��.� "5!��.� K "� M�

)� ! L�LB ���#���! #%�#�2�

)� %� #%���� T 6 � "5!��� j ���!����� �
�(" (child)  !%�2� ��5!���� (immediate successor)

��. "5!��. i6 ��7 � "5!��� i ���!����� �
���
� (father)  !%�2� ������8!���� (immediate

predecessor) ��. "5!��. j6 5�� �.!����� �� �1 �� � i "5!��� � "�� ��� �����#� k "� � j "5!���
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)� ! L�LL -(� ���2!%�� #%�#�� !� � ��9� "� 8D� �2� "5!�2� ��.

��� �����#� k + 1 %��� 7��� (i, j) ∈ T  (j, i) ∈ T � �� !��#�"5 #�5!� ��� #%�#�� T ��. �.�#%��

��� "5!�� j !� �� ���6 9 �� �.!������.!� !� P [T, j] � &�/���� (predecessor) ��. "5!��. j

���!����� %�� "5!��� i ∈ P [T, j] !� i �= j6 ��7 � "5!��� j ���!����� �5����� (successor)

��. "5!��. i� I� ���#���!6 ��� )� ! L�LL � "5!��� M ������� �5���� ��. "5!��. H6 ��7 �

"5!��� 3 ���� ��5����� ��. "5!��. K� � ,8�� %��.� !5�� ����5��.�6 ��7 ������� � ���

%��� !5�� ���5��.��

-)��� (depth) ��. #%�#��. 9 ���!����� �� !%����� �����#� h� ��5!��6 ��9�� (depth)

��. "5!��. ���!����� �� �����#� k6 ��� ����� ����"��� "������ "5!��� � -(�� ���#8�!��

����!5� ��. ��9�.� ��5� #%�#��. ���� �� !%����� ��9�� �2� "5!�2�� -+D�� (height) ��5� "5!��.

��9�.� i6 � ������ � "�� �� %� #%�#�� ��9�.� h6 ���!����� � ��9!5� h − i� �� ��� �5��6

�� 8D�� ��5� "5!��. ������� ��� �5��� ��. �5 �� �!��5���� �����#� ��. #%����.� 	

��� ������� ����"��� �� 8D�� h − 0 = h6 ��7 ��� �����#� B ����%����� �� "5!��� ��9�.� h�

����6 %�� ���#8�!�� ����!5� ��. 8D�� ��5� #%����. ���� � ��9!5� h� I� ���#���!6 ���

)� ! L�LL ,������ � 8D� �2� "5!�2�� ��%��� �#7 � ����� �5��� "� �� � #.#�"� #%���
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(binary trees)6 5��. � "�9� "5!��� %��� �� ���8 #.� ��#��� ����� ��#���!� #.#�"7�

#%�#�2� ���.�������� �� )� !� L�L3 "� L�L4� )�� �� ! L�L3 � #.#�"� #%��� ���� �� ��

(complete)� � �� �� #.#�"� #%��� �� "�9� �����#� ��9�.� j, 1 ≤ j ≤ h − 1 ����%��.� ��

!%����� #.��5 �� 9�� "5!�2�6 #��# 2j� �%���6 �%0$�+� ����� #%�#� (strongly complete

trees) ���!������ � �� �� #.#�"� #%�#�6 � ���� %��.� � ,8� ��.� ��� ����.��� �����#�

��9�.� h6 �.�"����2!%� 5�� ������ �������� )�� )� ! L�L3 ���"�������� � ���.�7� �� ��

#%�#� (a) "� (c)�

)� ! L�L3 ����"� �� �� #.#�"� #%���

)� ! L�L4 ����"� #.#�"� :!� �� ��; #%���

3K



I� ��� ����"������� #%�#�2� !� �� �� 9�� ���"�����"�8 .�������� %��� "��"�.����

���97� �����!�"�8� -(� �"��#�.��"5 �����!�"5 ����"��������6 5��. .������8��� �� #�!%� ��.

�������,���� �� .� � ��� #����� 6 ���.������"� �5 ��� )�,�%� �� ��� L� ���9�%� ).�%#���

!� 9%! New Learning Paradigms and New Learning Tools �� 3BBH6 !� ��� ����� (Paparrizos,

Samaras, and Sifaleras 2004)� �� �.�"�"��!%�� �����!�"56 ��!!%�� �� ��7�� Matlab6 �����

�5 ��� �� ��� ��� #��8�!� ���5#�.6 ��. �������,�.� %� #%�#��� �� #���.�! ��%�2�6 ��

#���.�! ��� ���#���1�� "� �%��� %� #���.�! ��. �������,�� �� ,��� �2� �512�� � �� ����

���� �� 9%�� � ����"���� ��� %� ����"�.!%�� ���2!%�� #%�#��6 !� "��.9.�5!��  ! �51�

�1���� � �,��9�� 5�� � ����� � �.������� treeplot ��. Matlab6 !%��� "� ��� %"#���

R2006b6 #�� ����.������ "� ����"������� ��. #%�#��.6 ,�. ���"������ ��9�!%� 5��.� ��.�

"5!��.� 0 ,8�� ��� !%����� �����#�� (�����6 � �.������� treeplot ��. Matlab #�� ���"������

"95��. "��.9.�5!�� �516 ��� !���� "!%��

��. �&/�+&���( +$�0$!$#�*� �$� ��$',(+&�$% �$(% �1

,&2#*�$� 	 *�$�% 3���	4

-(��2 %� #�"�.� G = (N,A)6 5��. N ���� %� �8���� n "5!�2� "� A ���� %� �8���� m

�512�� �� (i, j) �.!�������� �� �51� �5 ��� "5!�� i ���� "5!�� j� I� "�9� "5!�� i ∈ N 6 bi

���� � ���5��� ���<5���� ��. #�9%��� � "�9� "5!���� (�� bi > 06 � "5!��� i6 #�9%��� �������.!

���5���� "� ���!����� '/���� ���%!��)�6 �� bi < 0 � "5!��� i6 9 %��� %����! �� ���5���

"� ���!����� '/���� 1���%��6 ��7 ��� �%��� bi = 0 � "5!��� i6 �8�� 9 ����,%��� �8�� 9

������ "���� ���5���6 ��5�� "� 9 ���!����� '/���� ���
!/���%��� I� "�9� (i, j) ∈ A6

%��2 cij 9 #��7��� �� "5���� ��� �� � L !���#� ���<5����6 #� !%��. ��. (i, j)�

�� ��(� �������� !� ��� �8���� �� � �������. "5���.� �� #�"�.�� �� �� ��5� #�"�8�.
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G 9 �� �.!������.!� !� %� #���.�! x = [xij , xgh, xkl, ...]6 5��. �� "�9� �������� ���� xij

9 ���������� ��� �� ��. ���"�8 �51�. (i, j)� )8!,2� !� �� I�!!�"5 �����!!���!56 �

!9�!��" ��. !��, �������,��� �5 ��� ��%���� :G��L; ��. "���.9�8� *

minimize
∑

(i,j)∈A

cijxij

subject to
∑

i:(k,i)∈A

xki −
∑

j:(j,k)∈A

xjk = bk, k ∈ N (NP.1)

0 ≤ xij ≤ +∞,∀(i, j) ∈ A

$ 9�2� ��.!� 5�� %��.!� #�"�.� �2��� ��2 �2����"5�����6 ��7 � "��2 �2����"5��� ∀(i, j) ∈

A ���8�� !� 0� )8!,2� !� ��� �����2 !��,�������6 ��������!�� ��� !��, �
∑

xki−
∑

xjk =

bk� ���� ��2���� 7� ��������!�� �.�� ����� ��� �� �6 ��7 ��������!�� ��� !��, � 0 ≤ xij ≤ +∞

���!������ ��������!�� ��� �2����"5���� ��� �� ��

)� !��, !���7� �� ��(� !����� � �",����� 2� %� ��!!�"5 ��5���! !� ��� �1 � !��, �

minimize cT x

subject to Ax = b (NP.2)

x ≥ 0

-���. A ∈ 	nxm, c, x, ∈ 	m, b ∈ 	n�

$ #�9�� %� ���#���! ��� !9�!��" � !��,�������� ��. ��(�� -(��26 5�� .������ ��

#�"�.� ��. )� !��� L�LH "� ������� � .��������� !� �� �������. "5���.�� -��2� ,�����

"� ��� )� !6 �� ��9!�� #��� �� �51 .��#��7��.� ��� ��! "5���.� ��. �"������ �51�.�

���������6 �� ��9!�� #��� ���.� "5!��.� .��#��7��.� ��� ����,���  �� � ���� ��. "�9�

"5!��.�

�!%�2� ��"��26 �������,���� ��.��"� �� ! ���� �� ������ �,%����� ���� )�%���� :G��3;�
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)� ! L�LH �9�!��" !��,������� ��. ��(�

xT =
[

x16 x17 x21 x23 x31 x34 x47 x54 x65 x73 x74 x75 x76

]

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 1 1 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 −1 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 −1 0

−1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1

0 −1 0 0 0 0 −1 0 0 1 1 1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, b =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

8

8

0

−1

−7

0

−8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

cT =
[

10 5 8 1 20 1 9 1 8 4 9 10 6

]

)� ����� !� ��7� #�"�82�6 � ! �� � �2� ��������!7� ��. ����� !���6 ���!����� ��.

��
 '/���� . �/*��6 (node-arc incidence matrix)6 ��. #�"�8�. G� �� ��(�6 #�,%��� �5 ���
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"����" !��, 6 (canonical form)6 ��. ��!!�"�8 ����� !��� �� #8� ��!��� ��7���6 ���� ��50

���! ��������������6 ��7 ��� ��!!�"5 ��5���! !����8!� � %��.!� ���� �������������6 ����

!������������� ��� #�8�����6 �� ��������!�� ��. ����� !��� ���� ��5����� ��� �� ���5������

	 ���5��� ��. ���<5����6 ��. �%�� #� !%�2 ��. #�"�8�.6 #�� %��� ���� ��5�� ���� � ����9��

���� � �1�9�� �5 �� �8���!6 �%� �5 ��.� "5!��.� ����,���� "� � ������ F� �" ��8��.6

�.�������� 5�� ��%��� � �.����" ����,��� � ���8�� !� �� �.����" � ����6 %��� 7��� �

.������ !� �,�"� �8��� ).���7�6 ��� �.�%��� ��� ���8��� ������ � 9 9�2��8!� 5�� ��

��(� ���� �%�1$�%����6 #��# ���8��*

n∑
i=1

b(i) = 0 :L;

�������� �� �� �.�%��� ��� ���8��� #����� �6 ���� � �1���9�� �2� �,�!5���� �

#.<" 9�2�� ��� ��(�� �� #.<"5 ��. ����� !��� :G��L;6 !��� "� ��� ����2� ���7�

!������7�6 �������,��� ��"��2*

maximize
∑
i∈N

biwi

subject to sij = cij − wi + wj (NP.3)

sij ≥ 0

-(� #���.�! #.<"7� !������7� ��. #�"�8�. G ���� %� #���.�! w !� n �������6 5��. ��

"�9� �������� wi ���������� �� %�� "5!�� i� I� "�9� #���.�! w6 �� �����!��"5 "5���� sij

.���������� 2� sij = cij − wi + wj6 5�2� ,����� "� ���� )�%���� :G��4;�

(�����6 5� � #�#�!%� 9 9�2��8��� "%���� ��9!��� ��%��� � �,��9�� "� �� ��"��2

��!���"5 $�7��! L6 ��2��5 "� 7� $�7��! ��� "���5����6 (Integrality Theorem)�

;�+���� . �� �������
�
 ��+� (�'���� �� 
'��
��� �����2 ')�� �
%�'� �!�'�� ��%� '
� ���
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%$'�'�����
 ')�� �
%�'� �����%�� ��%� 
���%���0�" ��
 
'��
�� ���� ���� %� ')�� �/*�3

�.�5 �� $�7��! ���� ���8 ��!���"56 #�5�� ����%� ��"��"%� �,�!��%� ������!��2� �� �

�������. "5���.�6 %��.� "%���� ��!%� ����,���� "� � ����� "� ����8� �� �8���� ��.� �

%��.� "%���� ��!%� ������� �.�5� � ��������!5� �.������6 5�� "������ ��%��� � !��,%���

"������ #������� !���#�� #� !%�2 ��5� #�"�8�.� I� ���#���!6 #�� ���� ����"5 � !��,%���

"���� �5 %� ���������� .��"�� �2� �� 1
4 ��5� .��"�� ��.6 �� "���� �!����" �������2���6

��7 � ��� 3
4 ��. �#��. .��"�� ��.6 � #������.9�8� �� %�� ���� �.�����5!��� �!����"5

�����5�2���

��5 ��&����6% �0&�+$-6% �$� ���	

� ���.����"5� �7��� ��� ��"�." � 
�������������� %��� ���"�9�� �.�%2� ��� ����.����

#�"����� "� �.!�����!����� %� 1����!��2�� �8��� �,�!��7� ��� "��#� ��� �����,���" �6

�2� "��"�.7�6 �2� !��,��7�6 �2� ������"���2��7� "�����6 ��%�� ��� ��.��"� (Glover and

Klingman 1975)6 (Glover, Klingman, and Phillips. 1992) "� (Ahuja, Magnanti, Orlin, and

Reddy 1995)� E�"�������"� �� .� � ��� ��5���6 9 ������,�8� #8� ��"��"%� �,�!��%�

�8����� ��7� �������. "5���.��

����� �����	
�� ������ 	������ (Levelling mountainous terrain)

	 �,�!�� .� (Farley 1980) � "�� ��� �7�� �2� "��"�.7�� ��� �.�"�"��!%�6 ���%�0

���� �5 %� ��5���! ��. ���!��2����.� �� ������"�� !����"�� ���� "��"�. �#�"7� #�"�82�6

#� !%��. �5,2� "� ����"5��� �����7� �"����2�� �� ��5���! ��. ��.� ������� ����6 � #�0

��! �2!��2� �5 .D��� .D�!����"� ��!�� �� �!��� .D�!����"� ��!��� ��7����� ��5���

����6 � "��"�.���� %�� #�5!��6 � ������ 9 ���� ���QD � ��� !���8���� !%��� : �� 5��;

��� #�#��! �� � !����"5� 9 ��%��� � ���#����� �� ��� ����%#2�� ��� #�#��! �6 %� �����
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!��,���� �2� ,���2!%�2� ,�����7� �� �7!6 !��18 #�,5�2� �������!7� ��� �������5!���

�#�"5 #�"�.��

I� � �.9�� �� �.�"�"��!%�� ��5���! �����!����7��� "������ ��5��9!� �� �� ��(�6

��%��� ��7� � !����������9�� �8!,2� !� �� ��(� "� %���� � ����� � !9�!��" ��. !��0

,�������� ��5��6 ���"� "��"�.����� %� ���,�!6 �� ����� � ���"������ �� ��2��,�" 

������ � �.�5 �� ���,�! ���� !� "��.9.�5!��� "� �� "5!��� ��. ��������.� ����9����� ���

#�#��! � !� � ���� �� � :�!��� .D�!����"� ��!��;  ����9����� !� ����,��� �� � :.D���

.D�!����"� ��!��;� �� "!%� .��8 ��. ��, !��� ��������.� � ��9�� #��!��5�� #���! �

��. �7!��� 0 � �� )� "�9� "! 6 ������������� "� !� ��! "5���.�6 � ���� �.!������� ��

"5���� ��� !��,���� ��5� ,���2!%��. !� �7! ,������86 !��18 #8� ����9���7� 0 "5!�2�� F�

���" !���# #���! � ��� � � 0 �7!���6 �� .� � ��� �,�!�� 9�2����� �� ,5��2! ��5�

,������8 (truckload)�

)� ! L�L? ���#���! ��(� !� "��"�. �#�"�8 #�"�8�. �� �����5 %#,��
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)�� )� ! L�L? !����� � ����� ��� "���� ��� #.�"����� "��"�. � ������8 �#�"�8 #�"�8�. :�

���" ��"5�6 #��2� ��� �.��# "5!�2� "� �512� ���� #����!%�� �5 ��� ���"�����"5 �����7��

http://rst.gsfc.nasa.gov;� -(� ����� ����%#2��� ��. ����.,�. !�� ��2��,�" � ������ �6

���� �.�� ������� !� �� :�� �8���� �2� ,���2!��2� �2� ,�����7�;6 � ���� �"�������

��.� ��������!�8� � ����� �2� "5!�2� :�!��7� .D�!����"7� ��!��2�; �� � 0 �7!6 !� ���

#�9%��!� ����,��� �2� "5!�2� :.D��7� .D�!����"7� ��!��2�;� 	 �� .� �,7� ��%��� �

%��� �� �������� "5����6 �� 5��� ��� "�� ���� �2� ,���2!%�2� ,�����7��

����� �������� ����
�� ����	������ ���������� (Optimal loading of

a hopping airplane)

�� ��5���! .�56 (Gupta 1985)6 ����"�� �,�!�� �� ������� �����!!7�� -(��2 ��

���#���!6 5�� !� !�"� �������" ����� �����!������ %� �������� !� �2����"5��� �%���

7��� � �2���� �� ���8 p �������� �� !� �� �� 0 �����#�� (hopping flight)� 	 �����#�8�.� �� ��

%��2 5�� ����"%����� ��� �5���� L6 36 ���6 n6 �� !� �.�"�"��!%�� ������ �� �������� !����� �

������ �������� �� "�9� "5!��6 ��� "� � ��.� ��������� �� �����# ���� ����� "5!��� -(��26

5�� � ���5��� bij #��7��� �� �� 9�� �2� #�9%��!2� �����7� ���� "5!�� i6 �� ������ ���9.!�8�

� ���� ���� "5!�� j� (�����6 %��2 5�� !� fij #��7���� �� �����!� !��,���� ��5� ������� �5

��� "5!�� i ���� "5!�� j� 	 �������" ����� ���9.!�� � "9������ ��� ��9!5 �2� �����7�6 �

������ ��%��� � !��,��9�� !��18 �2� #�,5�2� �������!7�� �� ����8!��� �� 9�� �2� �5!2�

��%��� � !����������� � �.����"� %��# �5 � �����! �� �������"5 �1�#�6 ��7 9 ��%��� �

������� � ��������!5� ��� ������!%��� �2����"5���� ��. ��������.� �%���6 "�9� ,5��2!

��������. ���������� �� !� �,�"� �� ��. #�"�8�.�
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��7 �,- ��/+$� �8!$� Simplex -�& �$ ���	

)�� I�!!�"5 �����!!���!5 � ��5��9!�� Simplex .��������� �,�"�%� ���"%� �8����� -���

�%!� 5�� � �8�� ���� �,�"� 6 �������� 5�� ���� �,�"� �� �� ��2��82� ��5���!6 #��# ���8��

x ≥ 0� �� �8���� �2� �,�"�7� �8��2� �� �� ��!!�"5 ��5���! ������� %� ���8�#��� 	

���" �8�� ���������� �� "��., .��8 ��. ���.%#��. ��� �,�"� � ������ �� �� ��5��9!��

�8��. Simplex ����"�.� ���"%� �8���� x "� (w, s)6 �� ������ ���� �.!����2!��"%��

���������6 � ���" �8�� �� �� ��(�6 !� 5��.� #�"�82�6 ����������� �����!����7���

%� #%�#��� �1���� � �,��9��6 5�� �� ��7�� ,��� � �.������!5� !��18 ����� :I�!!�" 


�������������; "� #%�#��. :��"�." 
�������������;6 �������,��"� ���� ����� (Edmonds

1965)� ��9� ���"5 #%�#�� 9 #��7���� !� T � ��9� #%�#�� 0 �8�� ��5� ��(�6 ���� %� #���.�!

�� � x6 �� ����� ������� !��#�" �8�� �2� �����2 �����"7� ��������!7� ��. ����� !���

(NP.1)� )�� #���.�! x6 �� "�9� �������� xij ������� ��� �� ��. �51�. (i, j)6 �"�����7���

��.� ��������!�8� ����,����  � ����� ���5���� �� "�9� "5!��� (�� �� #���.�! �� � x ��5�

#%�#��. T ���� !� �����"56 #��# �� 5� � ������� :��%� ��. "�9� �51�.; ���8�� 5�� xij ≥ 06

�5�� � �� x 9 ���!����� �,�"� � ��9� #%�#��6 �� ����� "9������ �,�"� �� 6 9 �� ���!���.!�

�,�"�5 #%�#��� ��5 �#7 "� �%� .�5 �� #%�#�� 9 �� �.!������.!� 2� T "� �� �� ��. 2�

x(T )�

��#�!%��. ��5� ����!�5�.��. ��(� "� ��5� �,�"��8 #%�#��. T �� .�56 %� #%�#�� T
′
9

���!����� #�#���"5 ��. T 6 � �� T
′
���"8���� �� �� T !� ��� ����9 "� ��5� �51�. (g, h) /∈ T

"� ��� #���, ��5�  #� .��������� (k, l) ∈ T � ��9� �%��� ������D�  ���7� #�#�� 

#%�#�2�6 ��� ���!���.!� ����%���!� (pivot)� �� "���.9� Simplex ���� !� "���.9� #%�#�2�

T 1, T 2, ..., Tn6 �%��� 7��� ∀i6 �� #%�#�� T i+1 � ���� #�#���"5 ��. T i "� �����%�� 5� �

#�#���"� #%�#� � ���� �,�"��� � ��� ��2��5� ��5��9!�� �� �� ��(� ��� #��9� ��������,�

���� � ��2��82� ��5��9!�� Simplex �� #�"�. "� �������,��� �� ��7�� ,��� ���� �����
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(Dantzig 1951)�

-(� "���5 ��7���! 5�2� �2� �����9!2� �8��. Simplex ���� 5�� !����8� � ������,�8�

2� !� !%9�#� ��. "���.9�� !������� �8��. Simplex6 � ���� �#���8� ��� �%������ �8���

)�� �.�%���6 9 #�9�� !� �8���!� ������, #8� �����9!2� �8��. Simplex �� �� ��(��

)��� +����5��� L�?�L ����9��� � ��2��82� ��5��9!�� �8��. Simplex �� �� ��(�6 ��7

���� +����5��� L�?�3 ����9��� � #.<"5� ��5��9!�� �8��. Simplex �� �� ��(�� ��%��� �#7

� �,��9��6 5�� ����%�9�"� � ������, .�7� �2� #8� �����9!2�6 #�5�� ���� �� ������5����

��2���� ��5��9!�� �8��. Simplex �� �� ��(�6 ��� "� ���� � �������5!���� ��5��9!��

NEPSA �.�#.���� "���� ������� "� �2� #8� .�7� �����9!2��

����� � ��
��
� ������� �� ����� Simplex ��� �� !"#$

� ��2��82� ��5��9!�� �8��. Simplex �� �� ��(�6  (Network Primal Simplex Algo-

rithm)6 �5 �#7 "� �%� 9 ���!����� ����� �.���!�� NPSA� � NPSA ���� ��������"5�

��5��9!�� "� 1�"����� �� %� �,�"�5 #%�#��� )�� �.�%��� "��"�.���� !� �� ���" "�

������� �,�"� �

)�� -��
 4 "�� ��� ���"�������6 "��"�.����� %� �,�"�5 #%�#�� !� �� !%9�#� ��.

!�����. M � �.� � !%9�#�� ���.������� ��.��"� ���� (�5��� 3�3� �� �8���� �512� A

#�!������� �� #8� .���8���� �� ��7�� .���8���� �������� �5 � ���"� �51 ��. � "�.�

��� T 6 ��7 �� #�8���� .���8���� ���������� �� !� ���"� �51� I� �5��.� #��."5�.����6 9

�.!������.!� !� �� �#�� ���!! T �� �8���� �2� �512� ��. ������.� �� #%�#�� T � )� "�9�

������D� ��7� ����%���� �� ������5!��� "� %���� �� �1���5!��� �51��

���%�/�� �� ������5!��� �51� 9 �� �.!������.!� �� �#7 "� �%� 2� (g, h)�

F� ������5!��� �51� ����%���� %� !� ���"5 �51� (g, h)6 �� ����� ���� #.<"� !� �,�"�5� )���

������2��6 5��. .�����.� ����� �51 #.<"� !� �,�"��6 � ������ !����� � ����� !� #��,���.�
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"�5���� � ��� ��2��5� "�5��6 ���� � ��"��2 "�5�� ��. Dantzig� �� ������5!��� �51�

(g, h)6 ����%���� %��� 7���*

(g, h) : sgh = min{sij : (i, j) /∈ T & sij < 0} :3;

�� ��� ����#� ��5� !� ���"�8 �51�. ��� #%�#��6 #�!��.������ %�� !��#�"5� "8"��� C� $

���!���.!� Ck ��� "8"�� ��. ���!������6 "�� ��� k ������D�6 5�� �������� �� �51� (g, h)�

F� ��2��56 "�9� !� ���"5 �51�6 ���� (g, h)6 !����� � �����9�� !� �� �� 9�� �2�

���"7� �512� (i, j)� �.� � �������� ������ !� �� �� 9�� ��5� #��8�!��� 0 �� ���

hgh� I� "�9� !� ���"5 �51� .������ "� !� ��������� �� �� hgh� �� "�9� �������� .� � ���

�� ��� ���������� �� "����� ���"5 �51�� � ������� .� � ��� �� ��� �.!����7����� 2� �1 �*

hgh(i, j) = −16 �� �� �51� (i, j) %��� ��� �#�� ����������!5 !� �� (g, h) ���� "8"�� Ct

hgh(i, j) = 0, (i, j) /∈ C(t). :4;

hgh(i, j) = 1 �� �� �51� (i, j) %��� ��� ���9��� ����������!5 !� �� (g, h) ���� "8"�� Ct

��5��6 5� ���"� �51 #�� �.!!��%��.� ���� "8"�� ��. #�!��.������ !� ��� ����#� ��.

�.�"�"��!%��. �51�.6 9 %��.� �� ��������� �������� ��� !� B� -�� ���"� �51 (i, j) �.!!��%0

��.� ���� "8"�� "� %��.� ��� �#�� ����������!5 !� �� ������5!���6 9 %��.� �� ���������

�������� ��� �� ��� hgh(i, j) = −1� �%���6 5� ���"� �51 (i, j) �.!!��%��.� ���� "8"�� "�

%��.� ���9��� ����������!5 !� �� ������5!���6 9 %��.� �� ��������� �������� ��� �� ���

hgh(i, j) = 1� ��� ��.��"�6 .� � !%9�#�� .�������!�8 �������,��� ��� ������ (Bazaraa,

Jarvis, and Sherali 2005)�

� #��8�!� h ��� ��2!���� ��. ��!!�"�8 ����� !��� ������8� "��.98����� ���� ���
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������ 9 "���9�8!�6 � ����%1�.!� 2� ������5!��� ��� �"������ !� ���" !������ � ���������

��� ��(� � #��8�!� h6 ������8� !� %�#��1� ��. �2� 9 !�����9�� � �� �� "����� "8"��

��. #�"�8�.6 ��� ������9�� 2� ������5!��� �� �"������ �51�� ��9� !� ���"5 �51� �",������

!� �� �� 9�� �2� �512� ��. ���"�8 #%�#��. T 6 �8!,2� !� �� �� �� h� (�� �� "���� !�

���"� �516 %��2 (i, j)6 ���8�� 5��
∑

hij = 0 ⇒6 �5�� .�� � �51 ���� ��!!�"7� �1���!%�

"� ���!%�2� ���!����.� "8"���

)�� �.�%��� ���.������� � D�.#�"7#�"� ��. �����9!�. NPSA�

Algorithm 1 ���5��9!�� NPSA
Require: G = (N,A), b, c, T

1: procedure NPSA(G,T )

-��
 4 5��0�'���"�%�6

2: Compute x, w and s

3: Compute vectors hij , using Relation 3

-��
 7 5#���0�� �����%�/���
�6

4: while ∃(i, j) /∈ T : sij < 0 do

-��
 8 5������ ��%��0�����$ �/*�$6

5: Choose the entering arc (g, h), using Relation 2

6: if C− = ∅ then

7: STOP. The problem (NP.1) is unbounded.

8: else

-��
 9 5������ �*��0�����$ �/*�$6

9: Choose the leaving arc (k, l), using Relation 6

10: end if

-��
 : 5&���%���!�6

11: Set T = T ∼ (k, l) ∪ (g, h)

12: Update x, w and s

13: end while

14: STOP. The problem (NP.1) is optimal.

15: end procedure
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���%�/�� $ �.!������.!� !� C+ "� C− � ��"��2 �8���*

C+ = {(i, j) ∈ C : hgh(i, j) = −1} :H;

C− = {(i, j) ∈ C : hgh(i, j) = 1} :?;

���%�/�� �� �1���5!��� �51� 9 �� �.!������.!� �� �#7 "� �%� 2� (k, l)�

� ��5��9!�� NPSA ����%��� 2� �1���5!��� �51� (k, l) %� ���"5 �51�6 �� ����� ������ #8�

���Q��9%����� ��7���6 �� �51� (k, l) � "�� ��� �8���� "8"�� C− "� #�8�����6 !��18 5�2�

�2� .��D�,�2� �1����!%�2� ���"7� �512�6 ����%���� .�5 !� �� !�"�5���� �� � ���# 6 ��

�1���5!��� ���� �%���� 7���*

(k, l) : xkl = min{xij : (i, j) ∈ C−} :C;

(�� ���8�� sij ≥ 0, ∀(i, j) /∈ T 6 �5�� �� ��%�2� #%�#�� ������� �%������ �8�� "� � ��5��9!��

NPSA ��!���

����� � 	�%&�� ������� �� ����� Simplex ��� �� !"#$

� #.<"5� ��5��9!�� �8��. Simplex �� �� ��(�6  (Network Dual Simplex Algorithm)6

�5 �#7 "� �%� 9 ���!����� ����� �.���!�� NDSA� � NDSA ���� ��������"5� ��5��9!��

"� 1�"����� �� %� #.<"� �,�"�5 #%�#��� )�� �.�%��� "��"�.���� !� �� ���" "� �������

#.<"� �,�"� �

)�� -��
 4 "�� ��� ���"�������6 "��"�.����� %� #.<"� �,�"�5 #%�#��� �� �8����

�512� A #�!������� �� #8� .���8���� �� ��7�� .���8���� �������� �5 � ���"� �51

HB



��. � "�.� ��� T 6 ��7 �� #�8���� .���8���� ���������� �� !� ���"� �51� �!��2�6 ��

�5��.� #��."5�.����6 9 �.!������.!� !� �� �#�� ���!! T �� �8���� �2� �512� ��. ������.�

�� #%�#�� T � )��� ��5��9!� NDSA6 �� "�9� ������D� ��7� ����%���� �� �1���5!��� "�

%���� �� ������5!��� �51��

� ��5��9!�� NDSA6 �� ���9��� !� ��� ��5��9!� NPSA6 ����%��� 2� �1���5!��� �51� %�

���"5 �51� (i, j)6 �� ����� #�� ���� ��2��.5��2� �,�"�56 #��# xij < 0� ).�"�"��!%�6 ��

�1���5!��� �51� ���� �%���� 7���*

(k, l) : xkl = min{xij : (i, j) ∈ T & xij < 0} :>;

���� ��� ��!�"�.��� ��. �1���5!���. �51�.6 �.�����"� �� T 9 "���� �� #8� .��#%�#�6

5�2� �� ���#���! �� #�"�.� ��. )� !��� L�LC*

)� ! L�LC ��!��.��� #8� .��#%�#�2�6 !��� ��� ,����� ��. �1����!%��. �51�.

���%�/�� �� .��#%�#�� ��. ����%��� ��� "5!�� "�,� k ��. �1���5!���. �51�.6 9 �� ���!���.!�

T+� �� ���� .��#%�#�� ��. 9 ����%��� ��� "5!�� l 9 �� ���!���.!� T−�

���,�7�6 5�� �1%�9�� �� (k, l) �� �� T 6 9 ��!� ��� � �%�� �� ���� �� T−� �.�5

HL



��!���� 5�� �� T+6 9 ��"� ��� �������.! ���5����6 ��� !� | xkl |� 	 �������.�8!��� ���5���

����� ���� "5!�� k� �5��6 5� � !� ���"� �51 (i, j) ���� #�� 9 ��7��.� .�� � #8� .��#%�#�6

���� 9 � ��7��.� !� #8� ��5��.�6 #��# ��7��� � "5!��� i ∈ T+ ��7 � "5!��� j ∈ T− "�

#�8����� �������,�

)�� �.�%��� ���.������� � D�.#�"7#�"� ��. �����9!�. NDSA�

Algorithm 2 ���5��9!�� NDSA
Require: G = (N,A), b, c, T

1: procedure NDSA(G,T )

-��
 4 5��0�'���"�%�6

2: Compute x, w and s

3: Compute vectors hij using Relation 3

-��
 7 5#���0�� �����%�/���
�6

4: while ∃(i, j) ∈ T : xij < 0 do

-��
 8 5������ �*��0�����$ �/*�$6

5: Choose the leaving arc (k, l), using Relation 7

-��
 9 5������ ��%��0�����$ �/*�$6

6: Choose the entering arc (g, h), using Relation 8

-��
 : 5&���%���!�6

7: Set T = T ∼ (k, l) ∪ (g, h)

8: Update x, w and s

9: end while

10: STOP. The problem (NP.1) is optimal.

11: end procedure

(�� ���!��!� Ck ��� "8"�� ��. 9 ���!�������6 "�� ��� k ������D�6 ��� �����8 �1%�9��

�� �51� (k, l)6 ��������� �� �51� (g, h)6 �5�� ��� "8"�� C ��. 9 ���� #�!��.���9��6 �� �51� (k, l)

9 %��� ��� �#�� ����������!5 !� �� ������5!��� �51� (g, h)6 #��# 9 ���8�� hgh(k, l) = −1�

F� ������5!��� �51� ����%���� %� !� ���"5 �51� (g, h)6 �� ����� ������ #8� ���Q��9%�����

��7���6 9 ��7��� � #8� .��#%�#� !� ��� ���9��� ��5�� �5 5�� �� �1���5!��� �51�� �� ���

H3



�5��6 9 ���8�� 5�� g ∈ T− ��7 � "5!��� h ∈ T+� ��8�����6 !��18 5�2� �2� .��D�,�2� �����0

��!%�2� !� ���"7� �512�6 ����%���� .�5 !� �� !�"�5���� �����!��"5 "5����� ).�"�"��!%�6

�� ������5!��� �51� ���� �%���� 7���*

(g, h) : sgh = min{sij : (i, j) /∈ T & hgh(k, l) = −1} :K;

(�� ���8�� xij ≥ 0, ∀(i, j) ∈ T 6 �5�� �� ��%�2� #%�#�� ������� �%������ �8�� "� � ��5��9!��

NDSA ��!���

��9 �$,�:��+��$# &,- ��/+$� -�& �$ ���	

� ��7��� ���.2�.!�"5� ��5��9!��6 :weakly polynomial-time;6 !� �� �� �����"7� "��!�0

"2���  ���7� scaling �������,��� ���� ����� (Edmonds and Karp 1972)� �� �����5

���.����"5 ��5���! �"����� ��� ���� �6 �� ��� 8��1�  5�� ��5� ���.�� ���.2�.!�"�8 �0

����9!�. �� �� ��(� ��� 9�"� �� %��� LMK?� � ��7��� ���.�� ���.2�.!�"5� ��5��9!��

�������,��� ���� ����� (Tardos 1985)� ��5 �5�� %��.� �"�.,9�� "� ����� ���.�� ���.20

�.!�"�� ��5��9!�� 5�2� ���#���! �� (Galil and Tardos 1988) "� (Ervolina and McCormick

1993)� � #� ��7��� ���.2�.!�"5� ��2��82� ��5��9!�� �8��. Simplex �������,��� ���� ��0

��� (Orlin 1997)� � ��9!5� �2� ��������,7� ��. ����8��� ��- .�5� ��� ��5��9!� ����

O(min{nmlognC, nm2logn})6 5��. C #��7��� �� !%�����6 "�� �5�.�� ��! 6 ��! "5���.� ��5�

�51�.6 ��� 5��� �� ��!%� "5���.� ���� "%���� ��9!�� "� ∞ �� #�,�����" ������2���

-(��.� �"�.,9�� �5 �5�� "� ����� #.<"�� ���.2�.!�"�� ��5��9!�� 5�2� �� ���#���!

�� (Orlin, Plotkin, and Tardos 1993) "� (Armstrong and Jin 1997)� I� ��� ����.�� ��. ��(�

.�����.� "� ����� ������������6 5�2� �� ���#���! � cycle cancelling ��5��9!�� (Sokkalin-

gam, Ahuja, and Orlin 2000)6 � Out-of-kilter ��5��9!�� (Fulkerson 1961)  "� !%9�#�� Simplex

H4



��. "���.� �� �� ��� ��� "��,���" � "! � (steepest edge method) ���� ������� (Curet 1997)

"� (Curet 1998)� �8��. Simplex ���!������ �� ��5��9!�� ��. �"����8� ��������,%� "� �0

����.� ���� �� ������D�� �%���6 .�����.� "� ����� ��2��8�����6 !� !�������"�� ��5��9!��

Simplex 5�2� �� (Goldfarb and Hao 1992)6 (Tarjan 1991)� I� ��� "�����6 .��8 ��. ��#�.�

�� ��5��9!�� #�� ����7��.� ������ ��� ��! ��� ���"��!���" � �.�������� �� ������D�6

"� 2� �" ��8��. #�� !����8� � ��"�������8� ��2��8����� ��5��9!�� �8��. Simplex !� ���

�.��� %�����

) !��6 �� ���.���%� ���2����.� 5�� � �� �� �����"7� "��!�"2��� %��.� !�����6 �5��

9�2����" 1�6 5�� "� ��"��" ��!��� -����� ���.2�.!�"�� ��5��9!��6 ��. "���.� �� ��

�����"7� "��!�"2��� ���� �� ��"��2� -(�� ��5��9!��6 � ������ "���� �� �� �����"7� "��0

!�"2��� "5���.�6 (cost scaling technique) �������,��"� �� ��7�� ,��� ���� ����� (Rock

1980)� �"5!�6 .������ � ��5��9!�� ��. �������,��� ���� ����� (Orlin 1993)� � �.�"�"��!%0

��� ��5��9!�� "���� �� �� �����"7� "��!�"2��� �2����"5����6 (capacity scaling technique)�

(����%��6 %��.� ���.�9�� "� ��5��9!�� �� ������ "���.� �� �� �����"7� #��� � "��!�"2���6

(double scaling technique)� �� ��5��9!�� .���6 "���.� �� �� �.�5���� �����"7� "��!�"20

��� �5�� ��. "5���.�6 5�� "� ��� �2����"5����� -(�� �%����� ��5��9!��6 �������,��� ����

����� (Ahuja, Goldberg, Orlin, and Tarjan 1992)�

-����� ������������6 ���� � ��5��9!�� (minimum mean cycle - cancelling)6 � ������ ����0

���,��� ���� ����� (Goldberg and Tarjan 1989)� ������9���� �2� ���.���7�6 � �����7��.�

��� ���.���"5��� ��� ����5����� ������2���6 �# ���� ���� ����.1� ��. �����9!�. ���0

�!��5!���� "��!�"2��� ��� �2����"5����6 (repeated capacity scaling technique)6 � ������

�������,��� ���� ����� (Goldberg, Tardos, and Tarjan 1989)� �����%�2 %��.� ���� .�%�

��� �#%��6 �# ���� ���� ��5��� ���� ����.1� �����9!2� ��. "���.� �� �� �2� �����"7�

(enchanced capacity scaling technique)� -(�� �%����� ��5��9!��6 �������,��� ���� �����

HH



(Plotkin and Tardos 1990)� �%���6 %��.� ���.�9�� "� ����� ���.2�.!�"�� ��5��9!�� ��.

"���.� �� �� ����� � "��!�"2���6 (triple scaling technique)6 5�2� �� ���#���! � ��5��9!��

(Gabow and Tarjan 1989)�

��"��2 ���� ���" .9.6 ����9���� �� ��5��� �"�%����� �2� !���"7� ���.2�.!�"7�

�����9!2� �� �� ��(�� 	 !������ n #��7��� ��� ��9!5 �2� "5!�2�6 ��7 �� �� 9�� �2�

�512� #��7���� !� m� (����%��6 !� C #��7���� � !���8���� ��! "5���.� ��. ��(� "� !�

U #��7���� ���� � !���8���� ��! ����,����  � �����6 ���� � !%����� ��!7 ��2 �2����"5����

�� "����� �51� ��. ��(��

��(/��)��� <�/��� ��#������ (running time)

Capacity scaling algorithm O((m log U)(m + n log n))

Cost scaling algorithm O(n3 log(nC))

Double scaling algorithm O(nm log U log U log(nC))

Minimum mean cycle-cancelling algorithm O(n2m3 log n)

Repeated capacity scaling algorithm O((m2 log n)(m + n log n))

Enchanced capacity scaling algorithm O((m log n)(m + n log n))

���"� .9. E�5��� �"�%����� ���.2�.!�"7� �����9!2� �� �� ��(�

����"%� �� ��� ��� �������!��"%� �����!!�����"%� .����� ���� !%��� �7� ���� � "7#�"�

RELAX (Bertsekas and Tseng 1988)6 � ������ %��� ,����� ���� %"#��� RELAX-IV (Bertsekas

and Tseng 1994)6 � �8��� NETOPT ��� �!����" � �,�!�� � CPLEX (ILOG )6 � "7#�"�

NETFLO (Kennington and Helgason 1980)6 � "7#�"� ”cs2” (Goldberg 1997) ��. "���� �� ��

�����"7� "��!�"2���6 "97� "� � "7#�"� RNET (Grigoriadis 1984)� ��� ����.���� #�"�����6

%��� #��1�9�� !� ���97� �5 �.�"����"%� .���������"%� !��%��� !��18 #�,5�2� .����� ��2�6

5�2� �� ���#���! � !��%�� � ���� �������,��� ���� ���.����" ����� (Bland, Cheriyan,

H?



Jensen, and Ladanyi 1993)�

'5�2 ��� ���� � ��%��� �2� ���.����"7� ��#�2� ��� I�!!�" � 
�������������� !� �� ��0

"�." 
�������������6 ����%� �����9!�"%� �#%�� �5 �� �7�� ��. I�!!�"�8 �����!!���!�8

%��.� �,�!��9�� !� !����� ����.�� "� ��� �7�� ��� ��"�." � 
��������������� ���#���!0

��� �����6 � ���.2�.!�"5� ��5��9!�� ��2����"7� ��!��2�6 � ������ ���.������"� �� ��7��

,��� ���� ����� (Karmarkar 1984)6 %��� �!���8��� ���97� ���.���7�6 7��� � ���81�.�

!� !����� ����.�� ��5��9!�.� ��2����"7� ��!��2� �� ����� !� #�"�82�� E�"�������"�

�,%����� �� ������� (Resende and Veiga 1993)6 (Portugal, Resende, Veiga, and Judice 2000)

"� (Resende and Veiga 2003)� 	 ���!�� �%�����'+� %���"�� ���%����� �5 �� ��2!����

��. I�!!�"�8 ����� !���6 #�5�� �� ��5��9!�� ��2����"7� ��!��2� "���.9�8� !������� ���

��2����"5 ��� �,�"� � ������ � "� 5�� ��� �8����6 ��� 5�2� � "���"5� ��5��9!�� Simplex�

��; � 2$�< �&��$� +& *�$�2�#& �&� "$+( ��% ��&���'(%

	 ���8� ������ .������ ���� ������!���"5 �7�� ��� ��"�." � 
��������������� �� "80

��� ���.����"5 ���%���! ��� ����� ��������� � ��2���.�� .� � ��� #����� � ���� � ����.1�

��5� �%�. �����9!�. �� ��� ����.�� ������!��2� �� � (������. �5���.�� � �������5!����

��5��9!�� ���� �8��. Simplex �12����"7� ��!��2�� ��� ��5��9!� ��. 9 ������,�� ��� �.�%0

���6 �5 �#7 "� �%� 9 ��� ���!���.!� �� �5��.� �.���!�� NEPSA6 :Network Exterior Point

Simplex Algorithm; "� �� .� � ��� ������2��6 � ���!�� �*�����'+� %���"�� ���%����� �5

�� �7�� ��. I�!!�"�8 ����� !���6 #�5�� �� ��5��9!�� �12����"7� ��!��2� "���.9�8� #8�

!������� �� ��� �������!5 ��� �%������� �8���� �� %� !������� ���� �,�"�56 ��7 �� ����

5��� ���# 6 �� !� �,�"�5 !������� ��������� �5 "��.,%� �12����"%� ��� �,�"� � ������ � ���

�12����"5 ��� �,�"� � ������ ��

+�������� �����9!�. �12����"7� ��!��2� �� #�"�. !%��� � !��6 .������ !5�� �� �� ��50

HC



���! ��� ��9���� (Paparrizos 1991) "� �� ��5���! ��� !��,���� (Paparrizos 1996b)� 	

�5#��1� ��95���� ��. ��7��. �����9!�. �������,��� ���� ����� (Paparrizos 1996a)� +0

���������"%� !��%��� !� �����9!�.� �12����"7� ��!��2� �� � ����� !� ��� ��9���� "�

��� !��,����6 �������,���� ���� ������� (Papamanthou, Paparrizos, Samaras, Sifaleras, and

Stergiou 2006) "� (Papamanthou, Paparrizos, and Samaras 2004) ��������2�� -���� ,��� ��

����"5 ��!!�"5 ��5���!6 ������8!���� .���������"%� !��%��� ��� �#�� "������� �����9!2�

�� �.��6 �5�� ��� 5�� "� �."��6 ��!!�"� ����� !�6 %��.� #��1�� 5�� .� � "������

�����9!2� ���� !%��� "� #%" ,��%� ��� �� ���� (Paparrizos, Samaras, and Stephanides 2003)6

�- 5�� � �9�2��!%��� ��2��82� ��5��9!�� Simplex6 5��� ,��� �� ��5�� ��� CPU� �.� �

.���������" �����2�� �,������ ��� �����5� ��� ��!���" � �����2��� �2� ���� D�2��

�������� �����5 ��5���! � ����"�.�� .� � ��� "������� �2� ��5��9!2� "� �� ����.

��#�.� ����� !� 5�� #� "� � !��%�� ��� .���������" � �������!��"5���� ��.�� 	 !��,���

����5� .��8 ��. �����9!�. ��� ��(�6 %��� 7��� � �������,��� ��"������"� !� %������

#�"�82�6 ��� "� � 1������8��� "�������� #�!%� #�#�!%�2� ���.������ ��!���"5 ��#�,%����

)� .� �� #����� ���.������� �� ��7�� ,��� %�� ��2��82� ��5��9!�� �8��. Simplex

�12����"7� ��!��2� �� �� ��(�� ��%��� ����2� � ��!��29��6 5�� �.�������� � %��.� ����2

�� �����9�.� �12����"7� ��!��2� �� ����� !� �� � �������. "5���.�� -	#� "��������

������9�� �� ��� ����.1� ��5� #.<"�8 �����9!�. �8��. Simplex6 �12����"7� ��!��2� �� ��

��(�6 (Geranis 2007)�

	 #�! ��� ���8�� ������ � %��� 2� �1 �� �� "�,���� L ������� �.�����"� !� ����2� �

�������,���� �� .�5 "������ ���"�� ����!��6 � ������� ��. 9 �����!�����9�� �"���7� ��

��5!�� "�,���6 "97� "� ��8���� �� ��5��9!�� ��. �8��. Simplex� (����%��6 �,%�����

"������ ���.2�.!�"�� ��5��9!��6 5�� ������ �8��. Simplex "� #����� � ���.���"5��� ���0

�5����� ������2��� ��.�� I����� ������ �,��� "� ���� "������ �2� ������!��2� �� ����

H>



�,�!5���� � �������5!���� ��5��9!��� )�� "�,���� 3 "���.9�� � ��!��" ������, ��.

�����9!�. NEPSA �.��#�.5!��� �5 "������ ��#���!�6 �5�� �%������. ����� !���6

5�� #� "� ����5�����. ����� !���� )�� "�,���� 4 ���.�������� �� !9�!��"%� ��#��1���

�2� 9�2��!��2� ��. #��,����.� ��� ��95��� ��. �����9!�.� )�� "�,���� H �������,��� �

.�������� ��. NEPSA ��� ��7�� �����!!���!�8 Fortran 95/2003 "� �,%����� ��.��"�

�� #�!%� ��. �����!���� 9�"�� �"5!�6 ������ �,��� "� �� ���� ����� ������!��2� ��"�.0

" � 
��������������6 �� ������ "��"�.���.� �.��6 ���  "� �."��6 ��(� "� ����"7� ����

�������� ��� #��1�2� .���������"7� !����7�� )�� �#�� "�,���� ������ �,��� "� ���

�� �� !�� !�95#�.6 �� ��� ���!��7���� �",.���!%�2� ������!��2��

-(����6 ��� "�,���� ? ���.������� %� ���"���2!%�� �����!�"5 ����.��� ������!��2�

��"�." � 
��������������6 #�9%��!� �� �1- �������2� �� �� !%�2 ��#�"�8�.6 ��. ���80

�9�"� ".��2� �� �"��#�.��"�8� �"���8�� �������,��� � ����.�� ������!��2� !� �� �� ��

��. �������5!���. �����!�"�86 !� �� �� 9�� ��.��"7� ��#���!��2�� ���"���7�����6 ���

"�,���� C ���.�������� � �����%�!� ��� ���8�� %��.�� "� �,%����� "��.98�����

�� !�������" %��.��

HK



������
 �

� �	�
����� ���������� ������ NEPSA ��� ��

����

)�� ����-�&0( �$� &,-$�#/+$�

� NEPSA ���.������"� �� ��7�� ,��� �5 ��� )�,�%� �� ��� >� 
�"��"5 ).�%#���

(���������" � -(��.�� ��� ��.!�� �� 3BB?6 !� ��� ����� (Karagiannis, Paparrizos, Sa-

maras, and Sifaleras 2005)� � ��5��9!�� NEPSA %��� #�,�����"�8� "�5��� ��������, � ��

��%�� !� ��� "���"5 �����9!� Simplex �� #�"�.� )�� ��,���� 4 ���.�������� ��.��"�

�� ��#��1��� ��95���� ��. NEPSA� � NEPSA ���� !�� ��������"5� ��5��9!�� "� 1�"�����

�� %� �,�"�5 #%�#��6 5�2� � NPSA6 ��� #�,���������� ��� �����5� 5�� "��"�.���� #8�

��%�� 	 !� �� ���� ���" 6 ��� 5�� ������� �,�"� 6 ��7 � ���� ���� �,�"� 6 ��� 5�� �������

���" �

)�� -��
 4 "�� ��� ���"�������6 %� �,�"�5 #%�#�� "��"�.����� !� �� !%9�#� ��.

!�����. M � �� �8���� �512� A #�!������� �� #8� .���8���� �� ��7�� .���8���� ��������

�5 � ���"� �51 ��. � "�.� ��� T 6 ��7 �� #�8���� .���8���� ���������� �� !� ���"� �51�

�� ����.��� .���8����6 #�!������� �����%�� �� ��� #8� .���8��� P "� Q 2� �1 �*

HM



P = {(i, j) : sij < 0},∀ (i, j) /∈ T :L;

Q = {(i, j) : sij ≥ 0},∀ (i, j) /∈ T :3;

I� �5��.� #��."5�.����6 9 �.!������.!� !� �� �#�� ���!! T �� �8���� �2� �512� ��.

������.� �� #%�#�� T � �� .�5� ��� ��5��6 �� ���"5 �8���� �2� �512� A ����"� 9 #�!�������

2�* A = [T P Q]�

'5�2 ��� ,8��2� ��. �.�"�"��!%��. �����9!�.6 :��5��9!�� �12����"7� ��!��2� �� ��

��!!�"5 ��5���!;6 ��%��� ��2�# ���� � .������ ��, ��. �"������ #%�#��. !� �����" �� 6

!� ��� �,�"� ������ 0 �8���� �2� �,�"�7� #%�#�2�� ��,�����"�6 �����#�� �� �,�"� �� "�

���!%�2� ��� �%������ �8�� ��. ����� !��� ���� ���8 #8�"���6 � 5�� �%,�"��� �.� � ��, 

#��."��8���� !� !� �,�"� �� � �.� � �,�"� �� 6 :#�5!�� "�� �� ��!!�"5 �����!!���!5;

5!2� #�� ���� �8��. Simplex� ���������� �5 �51 !� !� �����" �� � ���� #�� ���!����.�

#%�#�� ������6 ��� #�"�.� ����"5���� ��5 �#7 "� �%� �� #���.�! .� � ��� �,�"� � �� �

9 �� �.!������.!� 2� y� �� �5�� ��� '
����$�%�� ��� ��!!�"5 ��5���!6 ���� ������2��

��. �����9!�. �� �� ��(�6 ��� �������� %� #���.�! 9����!��� �.�"�"��!%�2� ��7� !�

���"7� �512�6 :�5 �#7 "� �%� 9 �,��5!��� �� .�5 2� d(T )� )��� �����!!���!5 ��.

�����9!�. #�� ���� ��"�� � #�������� � �,�"� �� y6 ��� !5�� � ��%��.� �8�� x(T )6

"97� ,.��"� � ���7���� "� � '
����$�%� . ���� ��- 5� .��6 �� ��#��1��� 9 ������9�8�

���� 8��1� "� �2� #8� #�5!2�� � ��5��9!�� NEPSA ���� #8� #�5!2�6 .��������� !� ���

�5�� .�%� ��� #8� ��%�� )�� ��������,� �.���7��� "� ����� ��5��9!�� �#��. �8��.6 #��# 

#8� #�5!2�6 5�2� �� ���#���! ���� ������� (Dosios, Paparrizos, Samaras, and Sifaleras

2003a) "� (Badr, Paparrizos, Samaras, and Sifaleras 2005)6 �� �� ����"5 ��!!�"5 ��5���!

?B



��. �9�!��"�8 �����!!���!�8�

)� ���9��� !� ��� ��5��9!� NPSA "� ��5!�� !� ��� ��5��9!� NDSA6 ���� ��5��9!�

NEPSA �� "�9� ������D� ��7� ����%���� �� �1���5!��� �51� (k, l) "� %���� �� ������5!���

�51� (g, h)�

�� �1���5!��� �51� (k, l) ����%���� �8!,2� !� %�� %����� �������. �5��.6 ��%�� )�%�� C6

� ������ 9 ������,�� ��� �.�%��� ��.��"�� �5�� �.�����"� �� T 9 "���� �� #8� .��#%�#�

:��5!�� !� ��� ��5��9!� NDSA6 5�2� ��� #�"�.� ��. )� !��� L�LC*

-��� %��.!� ��������, �8��. �6 �� ������5!��� �51� 9 �� �.!������.!� "� 2� (p1, p2)�

(�76 � ��2����.!� 5�� %��.!� ��������, �8��. 
6 �� ������5!��� �51�6 9 �� �.!������.!�

"� 2� (q1, q2)

�7� ��6 9 ���!���.!� Ck ��� "8"�� ��. 9 ���!�������6 "�� ��� k ������D�6 ���

�����8 �1%�9�� �� �51� (k, l)6 ��������� �� �51� (g, h)� (����%�� #�6 � �������� "�9� !�

���"�8 �51�.6 ���� (g, h)6 !� �� �� 9�� �2� ���"7� �512� ������ !� �� �� 9�� ��. #��8�!���

0 �� ��� hgh6 5�2� "� ���� ������2�� ��. �����9!�. NPSA�

&���%���!� ����$ �* ��� ��� "5!�� k � �'����%���� ���5��� xkl ������%,�� ���� �

���2 �� � #������.��� !%�2 ��. (p1, p2) �5 �� T+ ��� T−6 ��%�� )� ! 3�L� )��� "8"�� ��.

#�!��.������ �� �51� (p1, p2) %��� ���9��� ����������!5 �� �� (k, l)� -�� hp1p2(k, l) = 1 > 0�

)� ! 3�L �!5����� ������5!��� �51�

&���%���!� ����$ - * ��� ��� "5!�� k � �'����%���� ���5��� xkl ������%,�� ���� �

?L



���2 �� � #������.��� !%�2 ��. (q1, q2) �5 �� T+ ��� T−6 ��%�� )� ! 3�3� )��� "8"��

��. #�!��.������ �5 (q1, q2) %��� �#�� ����������!5 !� �� (k, l)� -�� hq1q2(k, l) = −1 < 0�

���,�7� #�� !����� � #������.9�� �� ,�8 �� �51� %��� ���9��� ����������!56 �� ".����


�����'� �� 6 #��# "���� ���5��� ����5��2� !%��� ���� "5!�� q2�

)� ! 3�3 ��������� ������5!��� �51�

-��� !� !���# �%�� #� !%��. ��. "8"��.6 � ���"��!���" ��! !��������� "�� ��� ���50

���

∑
(i,j)∈C

tijcij :4;

5��.

tij = 16 � (i, j) ∈ C+

tij = −16 � (i, j ∈ C−

����"9���7��� � cij 6 5��. (i, j) �= (g, h)6 ��� �9����! 4 ����"�.!� 5�� ����*

∑
(i,j)∈C tijcij = cgh − wg + wh = sgh

�� ���� P = ∅6 �� ��7�� #%�#�� ������� �� �%������ �8�� "� � ��5��9!�� ��!��� ��0

,�����"� .���������� � �� d "� � ���5��� s06 9%�����

s0 =
∑

(i,j)∈P

sij :H;

?3



"�

d(T ) = −
∑

(i,j)∈P

hij , d(P ) = (1, 1, ..., 1), d(Q) = 0 :?;

�� #���.�! d(T ) #�� �������,�� "���7� �� 6 ��� ���� %� �9����! !� ��.� �����"�8�

����������!�8� �2� !� ���"7� �512� �� ��%�� !� � ���"� �51� �� �.����7��� ��. #�0

�8�!���6 ���������8� !���� !�� �� "�9� ���"5 �51�� $ �,��5!��� �� �#7 "� �%�

���� �"������ �.����7�6 :���� �� �� (i, j) ∈ T ; !� ��� �.!�����!5 dij(T )� �� #���.�! d(T )

��� ��!!�"5 ��5���! ���"8���� 2� �9����! #��.�!��2� 0 "��.98���2��

�� #���.�! ���� d(T )6 �����!�������� �� ��� ����#�����!5 ��. �1���5!���. �51�. (k, l)

�5 �� T � )8!,2� !� ��� %����� �������. �5��.6 (1��2�� C6 .��������.!� �� �5�� a "�

����%��.!� �� �1���5!��� �51� (k, l) *

a =
xkl

−dkl(T )
= min{ xij

−dij(T )
: dij(T ) < 0} :C;

�� #�� .������ �1���5!��� �51�6 #��# � ���� d(T ) ≥ 06 �� ��5���! ���� �%������  

����5�����6 ����� !� �� � ���� P = ∅  P �= ∅ ��������� ��,�����"�6 .���������� �

���9���" �� y6 � ���� �������,��� �� �� #���.�! �� � y = x + ad "� ����2��8!� ����

����#�����!5 ��. ������5!���. �51�. (g, h) �� �� T � 	 ������ ��. ������ !� %� �8�9���

%����� �������. �5��.6 � ������ !����� � 9�2��9�� �� ����"�.�� ��. �������. �5��. ��.

#.<"�8 �����9!�. Simplex �� ��(�� ��� �.�"�"��!%�6 ��9���

θ1 = −sp1p2 = min{−sij : hij(k, l) = 1, (i, j) ∈ P} :>;

θ2 = sq1q2 = min{sij : hij(k, l)) = −1, (i, j) ∈ Q} :K;
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"� ����������� � �51 (p1, p2) "� (q1, q2)� �� ���� θ1 ≤ θ26 ��9��� (g, h) = (p1, p2)� ��,���0

��"� ��9��� (g, h) = (q1, q2)� �� �� "���� ������D� ���� θ1 ≤ θ26 �5�� � ������D� .� ����

�8��. �6 ��#���2� ���� ������D� �8��. 
�

-��� �������8� �� �1���5!��� "� ������5!��� �51�6 ���7���� �� #%�#�� T "� � �8���

P 6 Q� 	 ��%2� ��.� ������ 2� �1 �� ��9��� T = T ∼ (k, l) ∪ (g, h) "� Q = Q ∪ (k, l)� ��

���� θ1 ≤ θ26 ��9��� P = P ∼ (g, h)6 #�,�����"�6 ��9��� Q = Q ∼ (g, h)�

������8!�6 5�� 5�� %��.!� ��������, �8��. �6 �5�� hq1q2(k, l) = 1 > 06 ��5�� ,�8

����%�9�"� !� ��� %����� �������. �5��.6 ⇒ (p1, p2) ∈ P � ���������6 5�� %��.!� ��������, 

�8��. 
6 �5�� hq1q2(k, l) = −1 < 06 ��5�� ,�8 ����%�9�"� !� ��� %����� �������. �5��.6

⇒ (q1, q2) ∈ Q�

��5 �#7 "� �%� 9 ������ �"��� � �,��� ���� #��,���� ���� D��� ��. �����9!�.�

��9� ��������  �8���� �������2� "�� ��� i ������D�6 9 �.!�������� !� %�� (i) �"9%��

���5� ����9%��2�� I� ���#���! �� #���.�! �� � ��. #%�#��. T "�� ��� M ������D�6 9

���,��� 2� x(9)(T )6 "���"� )�� �.�%���6 �������,��� ��.��"� � ��5��� ���7��� �� ���

���5����� x(T )6 wi "� s(T )�

I� "�9� ���"5 �51� (i, j)6 �� ���������� !������%� xij , dij , sij6 ���7����� ����� !�

�� �.�#.�!5 #.� ��!%��2�� 	 ��7�� ���!����� ���� � �8��� ��� ������D��6 ��7 � #�8����

���� � ����������!5� ��. �51�. (i, j) �� ��%�� !� ��� ����������!5 ��. �1���5!���. �51�.

(k, l)� ������� �� .��8� ��.� �.�#.�!�8� !����8� � �!#�����9�8�6 5�2� ��� )� ! 3�46

#�5�� �� ���������� !������%� �2� �512�6 �� ������ � "�.� ���� �#� ������2��6 ���7�����

��5!��� I� �� �5�� .�56 �� "5��.9�� ������7���� 0 �.�#.�!�� 9 �����!�����9�8� 7��� �

������,�8� �� ���7���� 5�2� �2� !������7� ��. ���������8� �� "�9� �51�� 	 #����8����

�2� �#�2� ������7��2� 9 �����!�����9�� ������ "� ���� (�5��� 4� !� ��� ��#��1��� ��95����

��. �����9!�. NEPSA�

?H



)� ! 3�4 ��9��� �.�#.�!�� �� "�9� ���"5 �51� (i, j)

�1���� � �,��9�� �#76 5�� #�� ���� ������� � ��%2�� �2� ����7� hij6 ��� �8�� ,.��"�

� �" �%�. .�������!5� ��.� �� 5� � !� ���"� �51� ��� �.�"�"��!%�6 �� "�9� ������D�

,�8 ����%���� �� �1���5!��� �51� (k, l) 9 .���������� �� #���.�! ��!! hkl(i, j),∀(i, j) /∈

T 6 �� ����� ��������� �5 �� ����������!5 5�2� �2� !� ���"7� �512� �� ��%�� !� ��

�1���5!���� )��� �.��6 ��5"���� �� �� ��!! ��������, � ��. "���"�8 Simplex tableau ��

#�"�.� -(����6 9 .���������� �� #���.�! �� �� hij(g, h), (i, j) ∈ T 6 �� ����� ���������� ���

������5!��� �51� (g, h)�

��"��26 ���� ���" �9.6 !����� "������ � #�� 5��� ��� ���7���� �2� !������7�6 ��

������ ���������8� �� ���"� �516 �����!����7��� ��� ������8!��� "�������������� I�

��� �� ��� hij6 � .����9�� 5�� (n1, n2) /∈ T "� (i, j) ∈ T � I� ���#���!6 %��2 5�� �� �51�

(i, j) ∈ T %��� ���" �� ��� !� x
(t)
ij � (�� � tth ������D�6 ���� �8��. A6 "� �� �51� (i, j) %���

��� �#�� ����������!5 !� �� ������5!��� �51� (g, h) ���� C(t)� �5�� �8!,2� !� �� )� !

3�4 .�5 ���������� ���� H� ������2��� )� .� ��� ������2�� ����5�6 � ���2!%�� ���" �� 

��. �51�. (i, j) ���� t+1 ������D�6 9 ���"8D�� �8!,2� !� ��� H� ��!! ��. ���" �9.�

��5�� �����.!� 5�� ���8�� x
(t+1)
ij = x

(t)
ij + x

(t)
kl �

�%���6 � �����!��"� "5��� !����8� � ���29�8�6 �����!����7��� #8� #�,�����"�8�

��5��.�� ��7��� ���7����� ��.9��� � sij "� #�8����� ���7����� � wi "� %����

.����������� � sij � � ��7��� ��5��� ,����� ��"��2*

??



�����8���� ������7��2� x
(t+1)
ij = d

(t+1)
ij =

.� ���'"#*�� x
(t)
ij d

(t)
ij

�� ���'"#*�� x
(t)
kl d

(t)
kl + 1

3� ���'"#*�� −x
(t)
kl −d

(t)
kl

1� ���'"#*�� x
(t)
ij + x

(t)
kl d

(t)
ij + d

(t)
kl

7� ���'"#*�� x
(t)
ij − x

(t)
kl d

(t)
ij − d

(t)
kl

���"� �9. ����7���� ��!7� ���"7� �512�

s
(t+1)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s
(t)
ij − s

(t)
gh, (i, g ∈ T+ ∧ j, h ∈ T−) ∨ (i, g ∈ T− ∧ j, h ∈ T+)

s
(t)
ij + s

(t)
gh, (i, h ∈ T+ ∧ j, g ∈ T−) ∨ (i, h ∈ T− ∧ j, g ∈ T+)

s
(t)
ij , (i, j ∈ T+) ∨ (i, j ∈ T−)

)�) ��2��$!$#�*� �$� NEPSA

� NEPSA �� � 1�"�� ��� ��������� %� ���"5 �,�"�5 #%�#��� I� ��� "��"�. .��8 ��.

���"�8 �,�"��8 #%�#��. �� ��� NEPSA  ��� #�����2�� 5�� �� ��5���! !� ���� #8���6 9

�����!���� ��.!� �� ��#�"� "��"�.�!%�� ��(�6 "� 5�� �� ���!��"5 ��(� ��. 9%��.!�

� �8��.!�� �� �%� ��(� #�!��.������ !� ��� ����2� ��5� �������8 "5!��. :artificial node;

"� !���"7� ������7� �512� :artificial arcs;6 � ���� 5!2� %��.� !� ���8 !����� ��! "5���.�

M � '5�2 ��. �����5��� 5�� � ��! ��. "5���.� M ���� ���8 !�����6 �� ��5���! ���!�����

��5���! ��. !�����. M :big M problem;  ��5 ��� ������5 ��5���! M :artificial problem;�

� �.!�����!� �� �� ���"5 ��(� ���"8���.� �5 ��� ����.�� ��. ����� !��� ��. !�����.

M � -(� �����%"��! ��� !�95#�. ��. !�����. M ���� �� �8"�� .�������5!��� �,�"�5 #%����6

�� ����� "� �����!�������� %���� 2� #%�#�� 1�"�� !��� ��. NEPSA�
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��%��� � �,��9��6 5�� .� � !%9�#�� !����� � �,�!��9�� "� ���� "���"5 ��5��9!�

NPSA6 ,�8 "� �� #8� 1�"���8� �5 %� ���"5 ��2��.5��2� �,�"�5 #%�#��� ����9%�2�6 � #.<"5�

��5��9!�� Simplex �� #�"�.6  ��� ��� NDSA :Network Dual Simplex Algorithm; ���������

%� ���"5 #.�"� �,�"�5 #%�#�� 1�"�� !���� ��������� �� ��� NDSA %��.� ���.�9�� �����

!%9�#�� "��"�. � ���"�8 #.<"� �,�"��8 #%�#��.6 5�2� �� ���#���! � !%9�#�� ��. ����0

���,��� ���� ������� (Glover, Klingman, and Napier 1972a)6 (Glover, Klingman, and Napier

1972b) "� (Hultz, Klingman, and Russell 1976)�

��%��� � ��!��29�� 5��6 � ������ ��. �����9!�. ��. 9 �����!�����9�� %��� � "���� !� ��

���"5 #%�#�� 1�"�� !���� I� ���#���!6 �� � ����.9�� %� ��(� !� �� �� 9�� ��. #.<"�8

�����9!�. NDSA #�� ��%��� � !������� �� ��2��82� ��(� �� #.<"5� (��� �����!5����6 �

#.<"5� �����9!�� NDSA � �,�!5���� !5�� 5�� .������ %� ���"� #.<"� �,�"�5 ��(��

�� ��5���! ��. !�����. M "��"�.����� �5 �� ���"5 ��(� !� ��� ��"��2 ��5���

)��� �� ������9��� %�� ������5� "5!��� !� ���"%� n + 1 "� b(n + 1) = 0� )� 5��.� ��.�

"5!��.� ����,���� i ��. ���"�8 #�"�8�. ��������� %� ������5 �51� (i, n + 1) �� ����� %���

!��#��� "5���� di,n+1 = M � I� "�9� %�� �5 ��.� .�5�����.� "5!��.� j ��. ���"�8 #�"�8�.

G = (N,A) ������9��� %� ������5 �51� (n+1, j)6 1�� !� !��#��� "5���� dn+1, j = M � -��

� .�5���� �516 #��# � �51 ��. ���"�8 ��(�6 �.������.� � %��.� "5���� dij = cij � ��

����.1�!%�� #�"�.� ��. ����� !��� ��. !�����. M ����%��� �7� ��� 5� � ������� �516

��� ������5 "5!�� !��,5��2��� n + 16 "97� "� 5� � �51 ��. ���"�8 #�"�8�.�

-(� "����!� ��7��! ��. ���"8����6 %��� � "���� !� �� !%��9�� ��. !�����. ��9!�8 M �

(��� #.��5� � !� #�9�� �.�"�"��!%�� ��! ��� M 6 ��� � 9�2��9�� 5�� ���� �5�� !������ %���

7��� � �%������ ��! ��� ���"��!���" � �.�������� ��. ��(�6 :���� ������2�� ��. .�5 ����

�%������;6 � ���� !�"�5���� �5 "�9� ���� ���"��!���" ��! ��. ����� !��� ��. !�����. M 6

:���� �,�"�%� �8���� ���� ������ ��.�������� !� ������ !������ ���� 9���" ;� )� ������2��

?>



��. ���� ���9.!��5 � #�9�� "���� �.�"�"��!%�� ��! ��� M 6 �5�� .� ��%��� � ���� !���8����

��. ��9!�8 (n − 1)CU + 16 5��.*

C = max|cij | : (i, j) ∈ A :M;

U =
∑

b(i) : b(i) > 0 :LB;

��%��� � ��!��29�� 5�� � ��9!5� (n−1)CU ������� %� ���2 5��� �2� ���"��!���"7� ��!7�

�� �,�"�� #%��� ��. ��(�� �.�5 ���8�� #�5��6 �� #%���� %��� n − 1 �516 "�9� �51� %��� �� 

�� ���8 U "� � �51 ��. #%����. %��.� "5���� �� ���8 C� ��- 5� .��6 �� !����%"��!

��� !�95#�. ��. !�����. M ��������� ��� �����5� 5�� ���� #.��5� � ���"8D�.� ��9!���"�

��9�� �.�5 �.!����� "������ ,��%� !��� �5 ����9%����  ���������!�8� #.<"7�  ���7�

!������7� ���� wi  sij6 ��. �",������� 2� ��������� ��. !�����. M � )� .�%� ��� ��0

����7���� ���� #.��5� � 1�������� �� �8��� ��. �.�"�"��!%��. �8��. "���2� ��9!7� ��.

���� #��2!%��� �� !������%� wi "� sij6 !� ���%���! � ���"8D�� ��9!���"5 ��9���

I� ��� ��,.� .��8 ��. #.�������. �����5���6 ���� .�������� ��. NEPSA ��,�����"�

� �2�����8� �� �.�������%� ��. M ��� #���.�! "5���.�6 �5 ��.� ���!��"�8� �.�������%�

��. ���"�8 #��8�!��� "5���.�� �� .�5� ��� ��5��6 5���� %����� � ����.� �.�"������ !��18

��!7� "5���.�  #.<"7� !������7�  ���7� !������7�6 ���5�� �8�"���� ��7� �� �����#�

�.�������7� ��. M "� %���� �� �����#� ���!��"7� ��!7��

)��� !%�2� ��5!��� ��5���6 ���.������� � D�.#�"7#�"� ��. �����9!�. NEPSA�
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Algorithm 3 ���5��9!�� NEPSA
Require: G = (N,A), b, c, T
1: procedure NEPSA(G,T )
-��
 4 5��0�'���"�%�6

2: Compute x, w and s
3: Compute vectors hij , and d, using Relation 3, (Chapter 1), and 5, (Chapter 2)
-��
 7 5#���0�� �����%�/���
�6

4: while P �= ∅ do
5: if d(T ) ≥ 0 then
6: STOP. The problem (NP.1) is unbounded.
7: else
-��
 8 5������ �*��0�����$ �/*�$6

8: Compute a, using Relation 6.
9: Choose the leaving arc (k, l) and compute y
-��
 9 5������ ��%��0�����$ �/*�$6

10: Compute θ1, θ2 using Relations 7 and 8.
11: Choose the entering arc (g, h)

-��
 : 5&���%���!�6
12: if θ1 ≤ θ2 then
13: Set the entering arc (g, h) = (p1, p2)
14: Set P = P ∼ (g, h).
15: else
16: Set the entering arc (g, h) = (q1, q2)
17: Set Q = Q ∼ (g, h).
18: end if
19: Q = Q ∪ (k, l)
20: Set T = T ∼ (k, l) ∪ (g, h)
21: Update x, s, hij and d
22: end if
23: end while
24: STOP. The problem (NP.1) is optimal.
25: end procedure

� ��5��9!�� NEPSA ���"�������� "��"�.������ %� �,�"�5 #%�#�� !� �� !%9�#� ��.

!�����. M � ��� ��� ���"������� � .�������!5� ��� ���" � �� � x ����� n ���� D���6

5� ���� "� � ���"� ���"� 0 ������� �51� �"5!�6 � .�������!5� �2� #.<"7� !������7� w

����� �.����"� n + 1 ���� D���6 5��� ���� "� �.����"� �� "5!���� �%���6 � .�������!5� �2�

�����!��"7� "5��2� s ����� m ���� D���6 5� ���� "� � !� ���"� 0 ���!��"� �51� -��6

?M



�� ��� "��"�. ��. ���"�8 #%�#��. !� �� !%9�#� ��. !�����. M 6 ����8��� (n)+ (n+1)+

(m) = 2n + m + 1 ���� D���� -��6 � ���.���"5��� ��� ,���� ���"�������� ���� Θ(n + m)�

)�5 ��&0��? !&�&"�#-+&�& �$� &,-$�#/+$� NEPSA

)� .� � ��� (�5��� 9 #�9�8� #8� ��,�"� ��#���!�6 %��� 7��� � ����� ��� "�����5�

� ��5��� �����.���� ��. �����9!�. NEPSA� �� ��7�� ���#���!6 ���.������� ���� +���0

�5��� 3�H�L "� �������,�� %� ��(� !% �%������ �8��� �� #�8���� ���#���!6 ���.�������

���� +����5��� 3�H�3 "� �������,�� %� ��(� !% �����������

����� '#�� ���(�� �   (������� ����

)� .� � ��� +����5��� 9 ����� !� ���.���� �2� #8� #�,�����"7� �8�2� ���� D�2�6

!� �� �� 9�� ��. ���!%��. ��#���!���� $ �"����8!� ��� ������, !5�� #8� ���� D�2�

"� 5�� !%��� ��� �8���� ��� ����" � �8���6 �� �5��.� �.���!��� �� #�"�.� ��. ��������� ��

��(� ��. �.����!� ���� .�5 ��. ,����� ��� )� ! 3�H (a)� )�� -��
 46 � !%9�#�� ��.

������. M �,�!5���� ��� ���"5 #�"�.�� ���� ��� ����2� ��. �������8 "5!��. "� �2�

��������2� ������7� �512�6 �� ����.1�!%�� #�"�.� ,����� ��� )� ! 3�H (b)�

)�� -��
 46 � ��5��9!�� NEPSA 1�"����� !� �� ���"5 �,�"�5 #%�#��6 �� ����� ���"�������

!� !��% ��7! ��� )� ! 3�H (b)� �� #���.�! ���" � �� � ���� x(1) = (x(1)
15 , x

(1)
25 , x

(1)
53 , x

(1)
54 )

⇒ x(1) = (2, 5, 3, 4)� �� #���.�! #.<"7� !������7� ���� w(1) = (w(1)
1 , w

(1)
2 , w

(1)
3 , w

(1)
4 , w

(1)
5 ) ⇒

w(1) = (127, 127,−127,−127, 0)6 � �����!��"� "5��� ���� s(1) = (s(1)
13 , s

(1)
23 , s

(1)
24 , s

(1)
12 , s

(1)
32 , s

(1)
34 )

⇒ s(1) = (−258,−249,−248, 3, 252, 2)�

��5�� %��.!� P (1) = {(1, 3), (2, 3), (2, 4)} "� Q(1) = {(1, 2), (3, 2), (3, 4), (4, 1)}� �� �.����"5

"5���� ��. ���������� ��� #���.�! ���" � �� � x(1)6 ���� z(1) =
∑

(i,j)∈T (1)

cijx
(1)
ij ⇒ z(1) = 1778�

.� �"��!��=�

CB



)� ! 3�H �%9�#�� ��. ������. �* �� ���"5 #�"�.� (a) "� �� ����.1�!%�� #�"�.� (b)�

CL



)�� -��
 76 ���8�� 5�� P (1) �= ∅6 ��5�� � ��5��9!�� #�� ���!������ �,�86 d(1)(T ) =
{

d
(1)
15 , d

(1)
25 , d

(1)
53 , d

(1)
54

}
⇒ d(1) = {−1,−2,−2,−1}6 � ��5��9!�� NEPSA ����2���� ��� -��
 8�

� %������ �������. �5��. ���� a(1) O L6? "� �� �51� (5, 3) �1%����� �5 �� T (1)� �� �1���5!���

�51� ��2!������ 5�2� ,����� ��� )� ! 3�? (a) �����!����7��� "5""���� #�"�"�!!%���

��!!%��

)�� -��
 96 �� �5��� ϑ
(1)
1 "� ϑ

(2)
1 ���� 3HM "� 3 ��������2�6 ��5�� ���8�� 5�� θ

(1)
1 > θ

(1)
2

"� �� �51� :46H; 9 ���%�9�� ��� #%�#�� T (1)� (��!%�2�6 .� ���� !� ������D� �8��. B�

)�� 3� ������D�6 �� #���.�! ���" � �� � #�� ��5"���� � ���� �,�"�5� �.�5 �� �����5� ��

5��.� ��. I�!!�"�8 �����!!���!�8 ���#.�!�� !� �� � "���.9�9�� %� �12����"5 !�������6

:!������� ��� �12����"5 ��� �,�"� � ������ �;� �� ������5!��� �51� ���"������� ��� )� !

3�? (a) �����!����7��� ������� ��7!� )�� -��
 :6 �� �%� ���"5 #%�#�� T (2) ���"�������

��� )� ! 3�? (b)�

)� ! 3�?* (�����D� �8��. 
* �� �1���5!��� & �������!%�� �51� (a) "� �� ���2!%��

���"5 #%�#�� T (2) (b)�

	 ���2!%�� ���" �� ������ x(2) = (x(2)
15 , x

(2)
25 , x

(2)
34 , x

(2)
54 ) ⇒ x(2) = (2, 5,−3, 7)� (����%��

C3



#�6 � ���2!%� �����!��"� "5��� �7� �� ������� s(2) = (s(2)
13 , s

(2)
23 , s

(2)
24 , s

(2)
12 , s

(2)
32 , s

(2)
41 )6 ⇒

s(2) = (−256,−247,−248, 3, 250, 259)�

��5�� %��.!� P (2) = {(1, 3), (2, 3), (2, 4)} "� Q(2) = {(1, 2), (3, 2), (4, 1)}6 :�� �51� :?64;

 �� ������56 ��5�� ,������ �5 �����# ���� !�������"�8� .�������!�8�;� 	 ��! "5���.�

��� ���"��!���" � �.�������� ��. ���������� ��� ���" �� x(2)6 ���� z(2) =
∑

(i,j)∈T

cijx
(2)
ij ⇒

z(2) = 1772

�� �"��!��=�

)� ! 3�C* (�����D� �8��. �* �� �1���5!��� & �������!%�� �51� (a) "� �� ���2!%��

���"5 #%�#�� T (3) (b)�

)�� -��
 76 ���8�� 5�� P (2) �= ∅ "� 2� �" ��8��. � ��5��9!�� #�� ���"���7����� �,�86

d(2)(T ) =
{

d
(2)
15 , d

(2)
25 , d

(2)
34 , d

(2)
54

}
⇒ d(2) = {−1,−2, 2,−3}6 � NEPSA ����2���� ��� -��
 8� �

%������ �������. �5��. ���� a(2) = 2 "� �� �51� :L6?; �1%����� �5 �� T (2)� �� �1���5!���

�51� ���"������� ��� )� ! 3�C (a) �����!����7��� ���� "5""���� #�"�"�!!%��� ��!!%�� )��

-��
 86 �� �5��� ϑ
(1)
1 "� ϑ

(2)
1 ���� 3?C "� 3?M ��������2�6 ��5�� ���8�� 5�� θ

(1)
1 < θ

(1)
2 "� ��

C4



�51� :L64; 9 ���%�9�� ��� ���"5 #%�#�� T (2)� ).���7�6 .� ���� !� ������D� �8��. A� ��

������5!��� �51� ���"������� ���� ��� )� ! 3�C (a) �����!����7��� ���� ������� ��7!� )��

-��
 :6 �� �%� ���"5 #%�#�� T (3) �!,������ ��� )� ! 3�C (b)�

�.�  �� !� ��,�" �������� �2� #.� ��"�������"7� �8�2� ������D�� ��. ��50

��9!�. NEPSA� �� .�5������ .�������!�� ���� ��5!����6 ��5�� �� ���#���! 9 ��!� ��� �#7

"� #�� 9 ���"���29���

����� '#�� ���(�� �   ���������)�

-(��2 5�� %��.!� �� #�"�.� ��. )� !��� 3�>� $ �,�!����� � ��5��9!�� 7��� � ���9�� �

�� (������. �5���.�� )�� �.�"�"��!%�� ��(� .�����.� > "5!��� "� L4 �51� �� "5!���

L "� 3 ���� "5!��� ����,����6 �� "5!��� H "� ? ���� "5!��� � ����� "� �%��� �� "5!��� 46 C

"� > ���� "5!��� !��,5��2���� �� ��9!��6 #��� �� �51 �.!������.� � �������� "5����

$�2��8!� 5�� #�� .������ ��2 �2����"5���6 ��7 � "��2 �2����"5��� �2� �512� ���8�� !�

B� ������8!� 5�� �� #�"�.� ����%��� %�� �����"� ����������!%�� "8"��� � �51 ��.

������8� ��� �.�"�"��!%�� "8"�� �2��,������ !� "5""��� ��7!�

-��� .������ %�� �����"� ����������!%��� "8"���6 �� ��5���! �1�������� �� ����50

������ �.�5 ������ #�5�� !����� � ����� �� "�� ! "�� ��. "8"��. "� �� �.����"5 "5����

��� �� � �.���7� � !��7����6 5�2� �������,��� "� ��� ������ (Bazaraa, Jarvis, and Sherali

2005)� �.�5 ,.��"� �.!����� !5�� �� ��(� #��2� ��2 �2����"5�����6 5��. !����� � #������.0

9�� ����# ���� ���5��� �� �� (�� ��� ��(� .�����.� "� ��2 �2����"5�����6 �5�� � ��! ���

���"��!���" � �.�������� #�� 9 ����29�� �5 "����� ��!��� "� !���6 ,�8 #�� ���� #.��5�

� #������.9�� ���5��� �� �6 � ���� � 1�������� ��� ��2 �2����"5��� �2� �512� �"����. ��.

"8"��.�

7� ��
�)��;�

CH



)� ! 3�> ���#���! �����������* ��"�.� ��. ����� !���

C?



-(��2 5�� � ��5��9!�� 9 1�"�� ��� !� �� ��2��.5��2� �,�"�5 #%�#�� ��. )� !��� 3�K6 �� ����

T (1) = {(1, 6), (1, 7), (2, 3), (3, 4), (7, 3), (7, 5)}

)� ! 3�K ���#���! �����������* ����"5 �,�"�5 #%�#�� T (1)

-�� �� #%���� T (1) ���� ��2��.5��2� �,�"�5

��9��� w
(1)
7 = 0

 �����%�/� s
(1)
ij ,∀(i, j) /∈ T (1)

s
(1)
21 = c21 − w

(1)
2 + w

(1)
1 = 8 − (−3) + 5 = 16 > 0

s
(1)
31 = c31 − w

(1)
3 + w

(1)
1 = 1 − (−4) + 5 = −1 < 0

s
(1)
47 = c47 − w

(1)
4 + w

(1)
7 = 9 − (−5) + 0 = 14 > 0

s
(1)
54 = c54 − w

(1)
5 + w

(1)
4 = 9 − (−8) − 5 = 12 > 0

s
(1)
65 = c65 − w

(1)
6 + w

(1)
5 = 8 − (−2) − 8 = 2 > 0

s
(1)
74 = c74 − w

(1)
7 + w

(1)
4 = 9 − 0 − 5 = 4 > 0

CC



�5!��� (1��2�� "5!��. ��! ��7���.

L x
(1)
16 + x

(1)
17 = 8 x

(1)
17 = 8

3 x
(1)
23 = 8 x

(1)
23 = 8

4 x
(1)
34 − x23 − x

(1)
73 = 0 x

(1)
73 = 1

H −x
(1)
34 = −9 x

(1)
34 = 9

? −x
(1)
75 = −7 x

(1)
75 = 7

C −x
(1)
16 = 0 x

(1)
16 = 0

> x
(1)
73 + x

(1)
75 − x

(1)
17 = 0 ���8��

���"� �9� +�������!5� x(1)(T )

�51� (1��2�� ��! ��7���.

:L6 C; w
(1)
1 − w

(1)
6 = 7 w

(1)
6 = −2

:L6 >; w
(1)
1 − w

(1)
7 = 5 w

(1)
1 = 5

:36 4; w
(1)
2 − w

(1)
3 = 1 w

(1)
2 = −3

:46 H; w
(1)
3 − w

(1)
4 = 1 w

(1)
4 = −5

:>6 4; w
(1)
7 − w

(1)
3 = 4 w

(1)
3 = −4

:>6 ?; w
(1)
7 − w

(1)
5 = 8 w

(1)
5 = −8

���"� �93 +�������!5� w
(1)
i (T )

C>



s
(1)
76 = c76 − w

(1)
7 + w

(1)
6 = 6 − 0 − 2 = 4 > 0

-�� �� #%���� T (1) #�� ���� #.<"� �,�"�5

(��� P (1) = {(3, 1)} "� Q(1) = {(2, 1), (4, 7), (5, 4), (6, 5), (7, 4), (7, 6)}

:46L; :36L; :H6>; :?6H; :C6?; :>6H; :>6C;

:L6C; B B B B 0L B L

:L6>; 0L 0L B B L B 0L

:364; B L B B B B B

:46H; B B 0L L B L B

:>64; 0L 0L 0L L B L B

:>6?; B B B 0L L B B

���"� �91 +�������!5� ����7� h
(1)
ij

�,�8 !5�� �� (3, 1) ∈ P 6 �� ���8�� 5�� d(1)(T ) = −h
(1)
31 = (0, 1, 0, 0, 1, 0)

′

-��
 73 #���0�� �����%�/���
�

���8�� 5�� P �= ∅6 �� � ��5��9!�� #�� %��� ,����� ��� �%������ �8��� -�!2�6 ���8�� 5�� h
(1)
31 ≤ 06

�� %��� �����.9�� ����������� ��5�� � ��5��9!�� ���!������

)�� !%�2� ��5!��� "�,����6 #������ �� ��#��1��� ��95���� ��. �����9!�.�

CK



������
 �

���������� ���������� ���
�����

.�� ��:�(+&�&

�� ��#��1��� ��95���� ��. NEPSA ���.�������� ���� ����� (Paparrizos, Samaras, and

Sifaleras 2006a) "� ���������� ���� �5#��1� �2� 9�2��!��2� "� ��!!��2� ��. 9 ������,�8�

��� �.�%���� �� ��#��1��� ���������� ���� .�59��� 5�� � ����� !� �� ���� �,�!5����

� ��5��9!�� #�� ���� �",.���!%�� ).���7�6 ���8�� xkl �= 0 "� sgh �= 0�

��- 5� .�� 5!2�6 ���� (�5��� H�3 ���.������� � �� �� !�� !�95#�. ��. .����� 9�"�

�� ��� ���!��7���� �2� �",.���!%�2� ������!��2� ���� ��5��9!� NEPSA� �.� � ������0

�5!��� !�9�#��6 ,����� �!�����"� � %��� ����8��� -�!2�6 ����.� ��������� � ���.�9��

!� !%9�#� �� ��� ��,.� ��. ����� !��� ��� "8"�2��� "� ��� ����!5����6 � ���� �

��#��"�8��� "� !� !9�!��"5 ��5���

).����"� �� ��� �5#��1� ��� ��95���� ��. NEPSA ��������"� � ��#���9�8� ����� 9�2� 0

!�� �� $�7��! 36 #��,����� 5�� .�5 �����# ���� �8�� ������D��6 � ��! ��� ���"��!���" �

�.�������� 9 !��7���� �.���7��

;�+���� � �)� �� ��/����
 (�� �"�
� �'!$��%����2 �/�� ��
��+���
� 
$%���) � ���� ���


���'������'�� %$�)���%��2 
�/ ��
�)��;� %� ��
�)��;�3

CM



�"/5��%� � -(��2 zt � ��! ��� ���"��!���" � �.�������� "�� ��� t ������D�� �� � ������D�

���� �8��. � �5��6 � #�,��� ��!�� ���� ��%��.� "� ���� ��5!��� ���"��!���" ��! Δz =

zt+1 − zt �,������ ��� �� �2� xt
kl !���#2� ��. �%�� #� !%��. ��. ������5!���. �51�. (g, h)

���� "8"�� Ct� ��"�� .� � !����� �� � � �.��#�8��� "� !� !��2�� ��. �.����"�8 "5���.��

-��� !� !���# (xkl = 1) �%�� #� !%��. ��. "8"��.6 � ���"��!���" ��! !��������� "��

Δz = 1 · ∑
(i,j)∈C

tijcij 6 5��. tij = 16 �� hgh(i, j) = −1 "� tij = −16 �� hgh(i, j) = 1� F� ��2��5

���8�� 5��
∑

(i,j)∈C

tijcij = sgh ⇒ Δz < 06 :,�8 st
gh < 0 �� ������D� �8��. �;�

�� � ������D� ���� �8��. 
6 �5�� � #�,��� ��!�� ���� ��%��.� "� ���� ��5!���

���"��!���" ��! Δz �,������ ��� �� �2� −xt
kl !���#2�6 ��. �%�� #� !%��. ��. ������5!���.

�51�. ���� "8"�� Ct� -��2� "� ������.!%�2�6 �"�� .� � !����� �� � � �.��#�8���

"� !� !��2�� ��. �.����"�8 "5���.�� -��� !� �����" !���# �%�� #� !%��. ��. "8"��.6 �

���"��!���" ��! !��������� "�� Δz = 1· ∑
(i,j)∈C

t
′
ijcij 6 5��. �7� t

′
ij = −16 �� hgh(i, j) = −1

"� t
′
ij = 16 �� hgh(i, j) = 1� ���������6

∑
(i,j)∈C

t
′
ijcij = − ∑

(i,j)∈C

tijcij ⇒ Δz = −sgh ⇒ Δz < 06

:,�8 st
gh > 0 �� ������D� �8��. 
;�

-�� �� "�9� ��#�.� ������D�6 .������ !��2�� ��. �.����"�8 "5���.�� �.�5 ���"���7���

��� �5#��1��♣

�� $�7��! 46 #��,����� 5�� � �������5!���� ��5��9!�� 9 ���"���29�� !��� �5 �����0

�!%�� ��9!5 ���� D�2��

;�+���� 3 �)� �� ��/����
 (�� �"�
� �'!$��%����2 � 
�/������ �
 �'����%�� �����
%����$

�����$� ��
�
��;���3

)8!,2� !� �� $�7��! 3 � ���"��!���" ��! ����7���� .����� �5 ������D� �� ��0

����D�� -�� "�%� #%���� #�� 9 "��"�.���� #.� ,��%�� � #%��� ��. #�"�8�. G "�0

�"�.������ !� ������!%��.� �.�#.�!�8� �2� n "5!�2� "� �2� m �512�� (���# �� �� 9��

>B



�2� "5!�2� "� �2� �512� ���� ������!%��6 �� �� 9�� �2� #%���2� ���� ������ ������!%���

(��!%�2�6 ��5��9!�� 9 ��!� ��� !��� �5 ������!%�� ��9!5 ���� D�2�� ♣

�� $�7��! H6 #��,����� 5�� �� 5�� �� #���"�� ��. �����9!�. NEPSA "� !��� �5 "�9�

������D� �8��. �6 �� ��!%� �2� �����!��"7� "5��2� 9 �.������.� � ���� �%����� 7��� �

���8�.� �� )�%���� L "� 36 ��. ��,����. 3�

;�+���� 1 �� ')�� ��
�)��;� ����$ A ��$ 
���"���$ �%0��� /�� 
� (i, j) ∈ P �/�� sij < 02

'
� 
� (i, j) ∈ Q �/�� sij ≥ 03

�"/5��%�* 	 �5#��1� ��. 9�2� !��� H ������ ���2��"�� )��� L� ������D� ����!� 5�� �

(i, j) ∈ P �5�� s1
ij < 0� -(��2 5�� ���� t ������D� ���8�� 5�� � (i, j) ∈ P 6 �5�� s

(t)
ij < 0� $

#���9�� 5�� "� ���� (t + 1) ������D� 9 �1"���.9�� � ���8��� �,�8 � t ������D�  �� �8��.

A6 �5�� s
(t)
gh < 0� )�� �.�%��� ����9��� #����8���� �2� ��"��2 ���7� ������7��2� �� ��

�51� (i, j)*

)� ! 4�L ��9��� �.�#.�!�� �� �����# ���� !� ���"5 �51� (i, j)

• L� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� �#�� ����������!5

>L



5�2� �� (g, h)6 �5��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ��� ������2�� %��.!� −s
(t)
ij >

θ
(t)
1 6  −s

(t)
ij > −s

(t)
gh ⇒ s

(t)
ij − s

(t)
gh < 0 ⇒ s

(t+1)
ij < 06 :���"������� ���� ������2�� (i) ��.

)� !��� 4�L a;�

• 3� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� ���9��� ���0

�������!5 �� ��%�� !� �� (g, h)6 �5�� #��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ���

������2�� %��.!� s
(t+1)
ij = s

(t)
ij + s

(t)
gh ⇒ s

(t+1)
ij < 06 :���"������� ���� ������2�� (ii) ��.

)� !��� 4�L a;�

• 4� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P #�� �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T−6 �5�� s
(t+1)
ij = s

(t)
ij ⇒

s
(t+1)
ij < 0 :���"������� ���� ������2�� (iii) ��. )� !��� 4�L a;�

(��!%�2� �� "�9� ������D� �8��. A ��. �����9!�. ���8�� 5�� � (i, j) ∈ P : sij < 0�

)��� L� ������D� ����!� 5�� � (i, j) ∈ Q : s1
ij ≥ 0� -(��2 5�� ���� t ������D� ���8��

5�� � (i, j) ∈ Q6 �5�� s
(t)
ij > 0� $ #���9�� 5�� "� ���� (t + 1) ������D� 9 �1"���.9�� �

���8��� �,�8 � t ������D�  �� �8��. A6 �5�� s
(t)
gh < 0� $ ����� #����8���� �2� ��"��2 ���7�

������7��2� �� �� �51� (i, j)*

• L� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ Q �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� �#�� ����������!5

5�2� �� (g, h)6 �5�� #��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ��� ������2�� %��.!�

s
(t+1)
ij = s

(t)
ij − s

(t)
gh ⇒ s

(t+1)
ij > 06 :���"������� ���� ������2�� (i) ��. )� !��� 4�L a;�

• 3� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ Q �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� ���9��� �����0

�����!5 5�2� �� (g, h)6 �5��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ��� ������2�� %��.!�

s
(t)
ij > θ

(t)
2 ⇒ s

(t)
ij > θ

(t)
1 6  s

(t)
ij > −s

(t)
gh ⇒ s

(t)
ij + s

(t)
gh > 0 ⇒ s

(t+1)
ij > 06 :���"������� ����

������2�� (ii) ��. )� !��� 4�L a;�

• 4� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P #�� �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T−6 �5�� s
(t+1)
ij = s

(t)
ij ⇒

>3



s
(t+1)
ij > 0 :���"������� ���� ������2�� (iii) ��. )� !��� 4�L a;�

(��!%�2�6 �� "�9� ������D� �8��. A ��. �����9!�. ���8�� 5�� � (i, j) ∈ Q : sij ≥ 0� ♣

�� $�7��! ?6 #��,����� 5�� �� 5�� �� #���"�� ��. �����9!�. NEPSA "� !��� �5 "�9�

������D� �8��. 
6 �� ��!%� �2� �����!��"7� "5��2� 9 �.������.� � ���� �%����� 7��� �

���8�.� �� )�%���� L "� 36 ��. ��,����. 3�

;�+���� 7 �� ')�� ��
�)��;� ����$ B ��$ 
���"���$ �%0��� /�� 
� (i, j) ∈ P �/�� sij < 0

'
� 
� (i, j) ∈ Q �/�� sij ≥ 03

�"/5��%�* )��� L� ������D� ����!� 5�� � (i, j) ∈ P �5�� s1
ij < 0� -(��2 5�� ���� t ������D�

���8�� 5�� � (i, j) ∈ P 6 �5�� s
(t)
ij < 0� $ #���9�� 5�� "� ���� (t + 1) ������D� 9 �1"���.9��

� ���8��� �,�8 � t ������D�  �� �8��. B6 �5�� s
(t)
gh > 0� )�� �.�%��� ����9��� #����8����

�2� ��"��2 ���7� ������7��2� �� �� �51� (i, j)*

• L� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� �#�� ����������!5

5�2� �� (g, h)6 �5�� #��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ��� ������2�� %��.!�

s
(t+1)
ij = s

(t)
ij − s

(t)
gh ⇒ s

(t+1)
ij < 06 :���"������� ���� ������2�� (i) ��. )� !��� 4�L b;�

• 3� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� ���9��� �����0

�����!5 5�2� �� (g, h)6 �5��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ��� ������2�� %��.!�

−s
(t)
ij > θ

(t)
1 ⇒ −s

(t)
ij > θ

(t)
2 6  −s

(t)
ij > s

(t)
gh ⇒ s

(t)
ij + s

(t)
gh > 0 ⇒ s

(t+1)
ij < 06 :���"�������

���� ������2�� (ii) ��. )� !��� 4�L b;�

• 4� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P #�� �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T−6 �5�� s
(t+1)
ij = s

(t)
ij ⇒

s
(t+1)
ij < 06 :���"������� ���� ������2�� (iii) ��. )� !��� 4�L b;�

(��!%�2�6 �� "�9� ������D� �8��. B ��. �����9!�. ���8�� 5�� � (i, j) ∈ P �5�� sij < 0�

>4



)��� L� ������D� ����!� 5�� � (i, j) ∈ Q �5�� s1
ij ≥ 0� -(��2 5�� ���� t ������D� ���8��

5�� � (i, j) ∈ Q6 �5�� s
(t)
ij > 0� $ #���9�� 5�� "� ���� (t + 1) ������D� 9 �1"���.9�� �

���8��� �,�8 � t ������D�  �� �8��. B6 �5�� s
(t)
gh > 0� $ ����� #����8���� �2� ��"��2 ���7�

������7��2� �� �� �51� (i, j)*

• L� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ Q �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� �#�� ����������!5

5�2� �� (g, h)6 �5��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ��� ������2�� %��.!� s
(t)
ij >

θ
(t)
2 6  s

(t)
ij > s

(t)
gh ⇒ s

(t)
ij − s

(t)
gh > 0 ⇒ s

(t+1)
ij > 06 :���"������� ���� ������2�� (i) ��.

)� !��� 4�L b;�

• 3� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ Q �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T− !� ��� ���9��� ����0

������!5 5�2� �� (g, h)6 �5�� #��  �� ����%1�!� 2� ������5!���� )� .� ��� ������2��

%��.!� s
(t+1)
ij = s

(t)
ij + s

(t)
gh ⇒ s

(t+1)
ij > 06 :���"������� ���� ������2�� (ii) ��. )� !���

4�L b;�

• 4� ������2�� * -�� �� (i, j) ∈ P #�� �.�#%�� � .��#%�#� T+ "� T+6 �5�� s
(t+1)
ij = s

(t)
ij ⇒

s
(t+1)
ij > 06 :���"������� ���� ������2�� (iii) ��. )� !��� 4�L b;�

(��!%�2� �� "�9� ������D� �8��. B6 ��. �����9!�. ���8�� 5�� � (i, j) ∈ Q �5�� sij ≥ 0

♣

� ��5!�� #8� $�2� !� C "� > ����.� ���8 ��!���"5 �5�� ���� "��"�. �2� ��#��0

1�2� �� ��� ����������6 5�2� ������ "� �� ��� �,�"�5��� ��� �� � y� )� 5��.� I�!!�" �


�������������� 9 !����8�� � ���29�� 5�� � ��5!�� #8� $�2� !� #��,����.� 5�� � ��50

��9!�� NEPSA6 9 .��������� %� !������� 0 "��89.���6 � ���� � #������� �� ��2����"5 ���

�,�"� � ������ � ��. ����� !����

�,�8 ���� �������6 �� ��.� �����9!�.� �12����"7� ��!��2� ������� � "���8� ��, 

!� ��� �,�"� ������ 6 2� �" ��8��. � ��5!�� #8� $�2� !� ���� ���8 ��!���"��

>H



;�+����  �� xij < 0 �/�� ∃ dij > 0 ������ +%�� xij

−dij
< α

�"/5��%�* 	 !%9�#�� ��� ���2� � 9 �����!�����9�� ���� �5#��1�� )��� L� ������D�6

�(i, j) : x
(1)
ij < 0� -(��2 5�� �� �� �51� (i, j) ���� t ������D�6 � x

(t)
ij < 0 ⇒ ∃d

(t)
ij > 0 :

x
(t)
ij

−d
(t)
ij

<

αt� $ #���9�� 5�� �� (i, j) � "� ���� t + 1 ������D� #������ x
(t+1)
ij < 0 ⇒ ∃d

(t+1)
ij > 0 :

xt+1
ij

−dt+1
ij

< α(t+1)�

$ #���9�� ��7� 5�� ∀ (i, j) : x
(t+1)
ij < 0, ∃ d

(t+1)
ij > 0 "� %���� 5�� ���� �%���� 7���

x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

≤ α(t+1)� I� � �1"���7��.!� ��� "�.9.�� �� �� d
(t+1)
ij 6 �1�����.!� 5��.� ��.� ��0

9��8� �.�#.�!�8�6 ��. ���������8� �� �����# ���� �8�� ������D��� 	 "������������� �2�

���7��2� �2� ���"7� �512� ���� ��. )� !��� 3�46 9 �����!�����9�� �� .�5 �� $�7��!�

,�������%� ������+%��� �
 �� (i, j)2 
�/ ��� &"�
'
 �9.

• 57� &��"���%�63 �5�� d
(t+1)
ij = d

(t)
ij > 0�

• 58� '
� 9� &��"���%�63 )� .�%� ��� ������7���� ,�8 (i, j) /∈ T (t) :���� �� !%�2� ��5!���

������5!��� �51�; ���8�� x
(t)
ij = 0� -�!2� �!��� .��9%�!� 5�� x

(t)
ij < 0� F� �" ��8��. .�%�

�� ������7���� %������ �� ���,�� !� ��� .�59��� !� "� #�� 9 �1�����8��

• 5:� &��"���%�63 �5��

x
(t+1)
ij < 0 ⇒ x

(t)
ij + x

(t)
kl < 0 ⇒ x

(t)
kl < −x

(t)
ij :L;

-�!2� �8!,2� !� ��� ���2��" .�59���6

x
(t)
ij

−d
(t)
ij

<
x

(t)
kl

−d
(t)
kl

·(−d
(t)
ij d

(t)
kl )>0→ d

(t)
kl x

(t)
ij︸ ︷︷ ︸

>0

< x
(t)
kl d

(t)
ij︸ ︷︷ ︸

>0

:3;

�������������� "�� !%�� ��� (1��7���� L "� 36 �����.!�

x
(t)
kl d

(t)
kl x

(t)
ij < −x

(t)
ij x

(t)
kl d

(t)
ij

÷(−x
(t)
kl x

(t)
ij >0)→ −d

(t)
kl < d

(t)
ij ⇒ d

(t)
ij + d

(t)
kl > 0 ⇒ d

(t+1)
ij > 0�

>?



• 5<� &��"���%�63 )8!,2� !� ��� .�59��� ���8��*

x
(t)
ij < 0 ⇒ d

(t)
ij > 0 :4;

I� �� (k, l) ���� t ������D�6 ���8��*

d
(t)
kl < 0 ⇒ −d

(t)
kl > 0 :H;

����9%����� "�� !%�� ��� (1��7���� 4 "� H6 �����.!� d
(t)
ij − d

(t)
kl > 0 ⇒ d

(t+1)
ij > 0�

-�� �� "�9� ������2�� ∃d
(t+1)
ij > 0� ��"�� � #������ "� 5�� �� d

(t+1)
ij 6 ���� �%���� 7���

x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

<

x
(t+1)
kl

−d
(t+1)
kl

� �.�5 9 ����� �� #8� � !�� ��7�6 9 #���9�� 5��
x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

<
x
(t)
kl

−d
(t)
kl

�

,�������%� ������+%��� �
 �� (i, j)2 
�/ ��� &"�
'
 �9.

• 57� &��"���%�63 �5��6 �8!,2� !� ��� ���2��" .�59���6 ���8��*
x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

=
x
(t)
ij

−d
(t)
ij

<

x
(t)
kl

−d
(t)
kl

= α(t)�

• 58� '
� 9� &��"���%�63 )� .�%� ��� ������7���� ,�8 (i, j) /∈ T (t) :���� �� !%�2� ��5!���

������5!��� �51�; ���8�� x
(t)
ij = 0� -�!2� �!��� .��9%�!� 5�� x

(t)
ij < 0� F� �" ��8��. .�%�

�� ������7���� %������ �� ���9��� !� ��� .�59��� !� "� #�� 9 �1�����8��

• 5:� '
� <� &��"���%�63 )8!,2� !� ��� ���2��" .�59���6 ���8��*

x
(t)
ij

−d
(t)
ij

<
x

(t)
kl

−d
(t)
kl

·(−d
(t)
kl d

(t)
ij )>0→ d

(t)
kl x

(t)
ij︸ ︷︷ ︸

>0

< d
(t)
ij x

(t)
kl︸ ︷︷ ︸

>0

÷(−x
(t)
kl )>0→ d

(t)
ij > d

(t)
kl

x
(t)
ij

x
(t)
kl

:?;

(�����6 ���8��*

x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

=

>0︷ ︸︸ ︷
−(x(t)

ij ± x
(t)
kl )

d
(t)
ij ± d

(t)
kl︸ ︷︷ ︸

>0

:C;

��5�� ���"9���7��� ��� ���5��� d
(t)
ij 6 �8!,2� !� ��� )�%�� ?6 ��� )�%�� C ���"8����

5��*

>C



x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

<
−(x

(t)
ij ±x

(t)
kl )

d
(t)
kl

x
(t)
ij

x
(t)
kl

±d
(t)
kl

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

<
−(x

(t)
ij ±x

(t)
kl )

d
(t)
kl

x
(t)
ij

±d
(t)
kl

x
(t)
kl

x
(t)
kl

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

<
−(x

(t)
ij

±x
(t)
kl

)

1

d
(t)
kl

(x
(t)
ij

±x
(t)
kl

)

x
(t)
kl

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

<

−x
(t)
kl (x

(t)
ij ±x

(t)
kl )

d
(t)
kl (x

(t)
ij ±x

(t)
kl )

÷(x
(t)
ij ±x

(t)
kl )�=0→ x

(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

<
x
(t)
kl

−d
(t)
kl

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

< αt� ���8�� 5�� x
(t)
ij < 0 "� x

(t)
kl > 0�

��5��6 x
(t)
ij �= x

(t)
kl ⇒ x

(t)
ij − x

(t)
kl �= 0� (����%�� 5!2� #��5!��� 5�� ��%��� � ���8�� "�

x
(t)
ij �= −x

(t)
kl ⇒ x

(t)
ij + x

(t)
kl �= 06 ��#���2� �� ��� H� ������2�� 5��. x

(t+1)
ij = x

(t)
ij + x

(t)
kl 6 9

���8�� 5�� x
(t+1)
ij = 06 �� #�� �"������� ��� .�59��� ��� t ������D�� 5�� #��# #������

x
(t+1)
ij < 0�

I� � ���"���29�� � �5#��1�6 !%��� � #���9�� 5�� αt < αt+1� )��� t ������D�6 �� �����# ����

(i, j) : d
(k)
ij < 0 %��.!� 5�� x

(t)
ij > 06 �8!,2� !� ��� �����2�� ��� .�59���� !��

,�������%� ������+%��� �
 �� (i, j)2 
�/ ��� &"�
'
 �9.

• 57� &��"���%�63 )8!,2� !� ��� ���2��" .�59���6 ���8��*
x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

=
x
(t)
ij

−d
(t)
ij

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

>

α(t)�

• 58� '
� 9� &��"���%�63 )� .�%� ��� ������7���� ,�8 (i, j) /∈ T (t) :���� �� !%�2� ��5!���

������5!��� �51�; ���8�� x
(t)
ij = 0� -�!2� �!��� .��9%�!� 5�� x

(t)
ij < 0� F� �" ��8��. .�%�

�� ������7���� %������ �� ���,�� !� ��� .�59��� !� "� #�� 9 �1�����8��

• 5:� '
� <� &��"���%�63 
���� ��. ����!�8 ��. α ���8�� 5��*

x
(k)
ij

−d
(k)
ij

> αk :>;

	 )�%�� > !����� � �����*

x
(t)
ij

−d
(t)
ij

>
x

(t)
kl

−d
(t)
kl

·(−d
(t)
kl d

(t)
ij )<0→ d

(t)
kl x

(t)
ij < d

(t)
ij x

(t)
kl

÷d
(t)
kl <0→ x

(t)
ij︸︷︷︸

>0

> x
(t)
kl

d
(t)
ij

d
(t)
kl︸ ︷︷ ︸

>0

:K;

(����� ���8��*

>>



x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

=
x

(t)
ij ± x

(t)
kl

−(d(t)
ij ± d

(t)
kl )

:M;

��5�� !� ���"������ ��� ���5���� x
(t)
ij �5 �� )�%�� K ��� )�%�� M6 %��.!� 5��*

x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

=
x
(t)
ij ±x

(t)
kl

−(d
(t)
ij ±d

(t)
kl )

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

>
x
(t)
kl

d
(t)
ij

d
(t)
kl

±x
(t)
kl

−(d
(t)
ij ±d

(t)
kl )

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

>

x
(t)
kl

d
(t)
ij

±x
(t)
kl

d
(t)
kl

d
(t)
kl

−(d
(t)
ij ±d

(t)
kl )

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

>

x
(t)
kl

(d
(t)
ij

±d
(t)
kl

)

d
(t)
kl

−(d
(t)
ij

±d
(t)
kl

)

1

⇒ x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

>
x
(t)
kl (d

(t)
ij ±d

(t)
kl )

−d
(t)
kl (d

(t)
ij ±d

(t)
kl )

÷(d
(t)
ij ±d

(t)
kl )�=0→ x

(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

>
x
(t)
kl

d
(t)
kl

 
x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

> αt� (���

d
(t)
ij , d

(t)
kl < 06 �� d

(t)
ij + d

(t)
kl < 0� (����%�� ���8�� "� 5�� d

(t)
ij �= d

(t)
kl ⇒ d

(t)
ij − d

(t)
kl �= 0� )�

���9��� ������2��6 ���� ?� ������2��6 9 ���.� 5�� d
(t+1)
ij = d

(t)
ij − d

(t+1)
kl ⇒ d

(t+1)
ij = 06

��5�� %����� �� ���9��� !� ��� .�59��� !�6 5�� "� ���� t + 1 ������D� �� �51� (i, j)

#������ d
(t+1)
kl < 0�

�,�8 ∀(i, j) ��. #������ "� ���� t + 1 ������D� d
(t+1)
kl < 06 ���8�� 5��

x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

> αt6 9 ���8��

"� �� �� �������� .�7� �2� �5�2�� -�� �8!,2� !� ��� ����!5 ��. α 9 ���8�� 5�� αt+1 > αt�

).�#.������ 5��
x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

< αt "� αt < αt+16 ���"8���� ����"� 5��
x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

< αt+1 "� .�5

���"���7��� ��� �5#��1�� ♣

;�+���� : �%0��� /�� β = max
{

xij

−dij
: xij < 0

}
< α3

�,�8 �� $�7��! C ���8�� ∀(i, j) : xij < 06 9 ���8�� ������ �� �� max

{
x
(t+1)
ij

−d
(t+1)
ij

}
⇒ β < α� ♣

�� ��5!��� $�7��! K6 ���� ������� �� ��� �����.�� ��� ����������� ��5� ����� !���

�5 ��� ��5��9!� NEPSA� I� ��� "�����6 5�� #�� ���� #.��5� � .���������� !� �����70

��.� "��89.��� "� �� ��5���! !� #�� %��� ,����� ��� �%������ �8��6 �5�� .�5 ��!���� 5��

�� ��5���! ���� ����5������

;�+���� 6 #�� d(T ) ≥ 0 '
� P �= ∅2 �/�� �� ��/����
 �"�
� 
����/��%��3

>K



�"/5��%� )��� ������2�� ��. ���8�� d(T ) = 0 ⇒ ∑
(i,j)∈P

hij = 0� ��5�� � !� ���"� �516

��. �",������� ����� .�7� �2� ����7�6 ���� ��!!�"7� �1���!%�� ).���7�6 .�� � �51

���!����.� %�� "��.9.�5!��� "8"��� F� ��2��5� ���8��
∑

(i,j)∈C

tijcij =
∑

(i,j)∈C

tijsij� �,�8

� C ������� "��.9.�5!��� "8"��6 tij = 1,∀(i, j) ∈ C� ��5��6
∑

(i,j)∈C

cij =
∑

(i,j)∈C

sij ⇒
∑

(i,j)∈C

cij = So ⇒ ∑
(i,j)∈C

cij < 0� (��!%�2�6 � "8"��� C %��� ���2������ 2� �����"�8 "5���.�

"��.9.�5!���� "� �� ��5���! !� ���� ����5������

)��� ������2�� ��. ���8�� d(T ) ≥ 06 � .��9%��.!� 5�� ∃(t1, t2) ∈ T * dt1t2 = k > 0 "�

dij = 0,∀(i, j) ∈ T − {(t1, t2)}� ���2� ����!� ��� ����"5���� 9 �1�����.!� ��� ������2��

���� ���� .������ !5�� %� �������� ��. %��� 9���" ��! d� (�����6 �� %� #���.�! c6 9

�.!������.!� !� cT �� ������,� #���.�!� �5��*

d(T ) = [0, 0, ..., k, ..., 0, 0]T ⇔ ∑
(i,j)∈P

hij = [0, 0, ...,−k, ..., 0, 0]T k > 0

)� .� ��� ������2�� %�� "��.9.�5!���� "8"��� %��� #�!��.���9�� ������8!���� 5��

!5�� �5 �51 ��. �.�5��. P � I� ��� "����� %��.� #�!��.���9�� k "8"���6 #�,�����"�� !��18

��.�� )��.� "8"��.� .��8� �.!!��%��.� "� ���"� �51 (t1, t2)� �.��� �� "8"��� ������8�

%� !���8���� #��.�.!%�� "8"��� �� �51� (t1, t2) �.!!��%��� �� "�9� %�� �5 .��8� ��.� k

"8"��.��

��9� ���"5 �51� �",������ �� ��%�� !� � ���"� �516 �����!����7��� !5�� ��� �.�5

��.� �� .��9%��.!� 5�� (t1, t2) ∈ T 6 �5�� � �� �� ht1t2 9 ���� ht1t2 = [0, 0, ..., 1, ..., 0, 0]T � ��5��6

∑
(i,j)∈P

hij + kht1t2 = [0, 0, ...,−k, ..., 0, 0]T + k · [0, 0, ..., 1, ..., 0, 0]T = [0, 0, ...,−k + k, ..., 0, 0]T =

[0, 0, ..., 0, ..., 0, 0]T

).���7�6 � �51 (i, j) ∈ P !� ��� ����9 "� k ,��%� �� �51� (t1, t2) ���� ��!!�"7� �1���0

!%� "� 2� �" ��8��. ���!����.� k "��.9.�5!���.� "8"��.�� ���8�� ������ 5�� (t1, t2) ∈ T ⇒

st1t2 = 0� ��5��6
∑

(i,j)∈P

sij + kst1t2 =
∑

(i,j)∈P

sij = So < 0� �� ������8!��� �9����! ���8�� !�

�� �9����! �2� "5��2� �2� �512�6 ��. ���!����.� ��.� "8"��.��

>M



���"���7�����6 5��� �� #�,�����"�� �.�#.�!�� �2� �512�6 � ���� ���!����.� %� "8"��6

���� �����"� ����������!%���� �� .�5� ��� ��5��6 �� ��5���! !� ���� ����5������ ��-

5� .��6 �� �� �.�"�"��!%�� ��5��9!� !%��� � ��#���9�� 5�� ��� ∃(t1, t2) ∈ T : xt1t2 < 0 ⇒

(t1, t2) ∈ C� �.�5 ��%��� � ��#���9��6 #�5�� �� ���9��� ������2��6 #�� %��� ��!�� �5�� �� 

9 ������.!� #� !%��. ��. "8"��. 7��� � �����������9�� � ��! ��� ���"��!���" � �.��������6

,�8 � �8�� 9  �� #8���6 #�5�� 9 ���.� 5�� xij < 0� �5�� �� ��5���! 9  �� #8��� "�

5�� ����5������

-�� ∃(t1, t2) ∈ T : xt1t2 < 06 �5�� �8!,2� !� �� $�7��! C 9 ���� dt1t2 > 0� ��5��6 �� �51�

(t1, t2) �.!!��%��� ���.� ����,��9%���� �����"�8 "5���.� ����������!%��.� "8"��.�� ♣

)��� ����.�� ������D� �� #8� ��%� ���"8���� 5�� �.�������� ���# 6 � ���" �� x

���8�� !� �� �� y� F� �" ��8��.6 ���� ��!���"5 � ��#���9�� 5�� � �� x ��!%��� �,�"� ��

5�� �� #���"�� ��� �����.���� ��. �����9!�.� �"5!�6 �� ��5!��� $�7��! M6 ���� �������

���� #��,����� 5�� � ��5��9!�� NEPSA #������ ��, !� �� ��2����"5 ��� �,�"� � ������ ��

;�+���� 2 � ��� y �"�
� �)����� �!�'��

�"/5��%�* ��%��� � ��#���9�� 5�� y ≥ 0 ⇔ x + ad ≥ 0 ⇔ x ≥ −ad� ��5�� .� � ��%��

��%��� � #������ 5�� ���8�� �� "�9� �51�6  ���7�*

∀(i, j) : xij ≥ −adij :LB;

,�������%� ������+%��� �
 �� (i, j)2 
�/ ��� &"�
'
 �9.

• 57� &��"���%�63 -�� dij < 06 �5�� �8!,2� !� �� $�7��! C ���8�� xij ≥ 0� ��5�� � )�%��

LB ������ xij ≥ −adij
÷(−dij)>0→ xij

−dij
≥ a �� ����� ���8�� �8!,2� !� ��� ����!5 ��. a�

• 58� &��"���%�63 -�� dij > 06 �5�� .�����.� �� �1 � .��������7����*

– -�� xij ≥ 06 �5�� ,�8 a, dij > 06 ���8�� 5�� y ≥ 0

KB



– -�� xij < 06 �5�� � )�%�� LB ������ xij ≥ −adij
÷(−dij)<0→ xij

−dij
≤ a� ���8�� �8!,2�

!� �� $�7��! C�

– 59� &��"���%�63 -�� dij = 06 �8!,2� !� �� $�7��! C xij ≥ 0� ��5��6 y = x+ad
d=0→

y = x ⇒ y ≥ 0

����.���6 ��� 5�� ���5����� ��!���6 ���.������� �� ��5!��� $�7��! LB� ).�"�"��!%�6

�� $�7��! LB6 ���� �"��� ��!���"5 ���� !� #���� !� �"� "� ��"� �.�9 "� ���!���!�8

�� ��� �����9!� NEPSA�

��� �.�"�"��!%�6 5�� 5� � !� ���"� �51 ���� #.<"7� �,�"��6 :#��# ���8�� 5�� sij ≥

0, ∀(i, j) /∈ T "� ���!%�2� �� �8���� P %��� ����� "��5;6 �5�� .�5 �.�������� 5�� � ��5��9!��

NEPSA %��� .��������� �� �%������ #%�#�� 0 �� �

;�+���� .� #�� P = ∅2 �/�� � 
�/������ NEPSA �0�� $����"%�� �� �����%�� ���3

�"/5��%�* )� "�9� ������D� ���8�� 5��*

d = {d(T ), d(P ), d(Q)} =

⎧⎪⎨
⎪⎩d(T ),

d(P )︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1,

d(Q)︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ :LL;

)8!,2� !� ��� ����!5 ��. d(T )6 ∀(i, j) ∈ T 6 9 ���8��*

− |P | ≤ dij ≤ |P | :L3;

-��� 9 ����� P = � ⇒ |P | = 06 � )�%�� L3 ������*

dij = 0,∀(i, j) ∈ T ⇒ d(T ) = 0 :L4;

	 )�%�� LL !� �� �� 9�� ��� )�%��� L46 ������ d = {0, 0, ..., 0}� ��5��6 ,�8 ���� y =

x + ad
d=0→ y = x � -�!2� �8!,2� !� �� $�7��! M6 � �� y ���� ������� �,�"� 6 �� 9 ���8��

5�� x ≥ 0�

KL



�,�8 ����5� � �� x(T ) ���� ��2��.5��2� �,�"� 6 � �.�#.���� "���� �� �����5� 5�� ���8��

"� P = ∅6 ���"8���� 5�� �� ���"5 #%�#�� T ���� "� #.<"� �,�"�5� �� .�5� ��� ��5��6

"�� ��.!� 5�� �� #%�#�� T ������� �� �%������ �8���

K3



������
 �

�������������� �	������� ��� ����������

 ��	�������� � ����!��" �� NEPSA

5�� �,$!$#�*� �$� NEPSA & �$+6% "�"$+6�:�

+�����.� ������ ��5��� ��9 "�.��� �2� ���,2� "� #�"�82� �� 	P+� ��%�� 5!2� ��50

��� #�� .�������� �2� .������2� �� 5��� ��� ������7����� 	 ������ ��. ��5��. ��9 "�.���

�1����� �5 ��� ��5��9!� ��. �����!��������� (���# 6 .�5 !� ��#�%,���� ���� � �� ���� "�

�8"��� ��%2�� ��. ���"�8 #%�#��. #��������6 ����%�9�"� � #�! #�#�!%�2� ��. "���� �� ��

#��.�!��2� ��9�.�6 "5!�2� ��%�2�6 ��� "� ��� ���#���1��6 ��2�� � "� 2� Augmented

Thread Index, (ATI method)6 5�2� �������,��� ���� ����� (Glover, Karney, and Klingman

1972)� 	 #�! .� ����%�9�"�6 #�5�� �����%��� �� �� ���� ��%2�� ��. ���"�8 #%�#��.6 ���

"� ��� �8"��� �8���� ��. "8"��. ��. 9 #�!��.���8��� �� ������D� !� ��� ����#� ��. �����0

��!%��. �51�.� 	 !%9�#�� .� ���8�9�"� �����%�2 ���� ������� (Glover, Klingman, and

Stutz 1973)6 (Glover, Klingman, and Stutz 1974) "� (Barr, Glover, and Klingman 1979)6 5��.

� ����.�� !%9�#�� �,%���� "� 2� Extended Thread Index, (XTI method)� 	 �������!0

��"5��� ��� �,%���� �� #��,���� .���������"%� !��%���6 5�2� �� ���#���! ���� �����

(Glover, Karney, Klingman, and Napier 1974)�

K4



$ .��9%��.!� 5�� � ��5��9!�� NEPSA ���7��� �� "�9� ������D� %� #%���� T � )��

�.�%��� .��8 ��. "�,���. 9 ����� !� ������, 5�2� �2� #�!7� #�#�!%�2� ��. �����!����0

 9�"� �� ��� �������� ��. ���"�8 #%�#��.� (����%�� 9 ����� "� !� �����!�� ���.��

��� ��%2��� �2��

I� ��� ��9 "�.�� ��5� ���2!%��. #%�#��.6 !����8!� � �����!���� ��.!� %� #���.�! p

!� n �������6 %� �� "�9� "5!��� �� �������� p(i) ���� � ��%�� ��. "5!��. i� �� r ���� �

��� ��. #%����.6 9%��.!� p(r) = −1� I� ���#���!6 �� #���.�! p ��. #%����. ��. )� !���

H�L ���� ��� !� p O =LB ? H 3 L4 LB C 4 ? ? ? LH L3 0LA�

)� ! H�L ������, ��� #�! � .��������� ATI

�� �� #%���� ����%��� �516 �5�� !5�� �� #���.�! p #�� ���"�� �� ��� �� �� ������, 

��. #%����.� ��%��� !� %� ��5�� � ����#������.!� �� "�9� "5!�� i �"�5� ��� ���� � ��

#%���� ����%��� �� �51� (p(i), i)  �� �51� (i, p(i))� $ �����!���� ��.!� ���!%�2� %� �����%��

#���.�! t6 ���� !� n ������� %� �� "�9� "5!��6 �� ����� 9 ����#������� ��� "��89.��� ��.

"�9� �51�.� ���# � �� (i, p(i)) � "�� ��� #%����  � �� (p(i), i) � "�� ��� #%����� �� r

���� � ��� ��. #%����.6 9%��.!� t(r) = −1� I� ��� "����� �� ��!%� ��. 9 %��� �� #���.�! t

KH



9 ���� 2� �1 �*

t(i) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

16 � (i, p(i)) � "�� ��� #%����

06 � (p(i), i) � "�� ��� #%����

I� ���#���!6 �� #���.�! t ��. #%����. ��. )� !��� H�L ���� ��� !� t O =B B B L L

B L B L B B B L 0LA� ��5� .��6 !����� � ����� "� ��� �������!��"5� �����!!���!5�

"� � !�� �����5!��� �� #���.�! t� ���� �� �"��5 .�56 !����8!� � �������� ��.!� ��

#���.�! p !� ��� �1 � ��� � �� r ���� � ��� ��. #%����.6 9 9%��.!� p(r) = r :�������� 5��

∀i ∈ N, p(i) �= i;6 ��7 �� "�9� "5!�� i �"�5� ��� ���� !� p(i) = j6 9%��.!�*

p(i) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

j6 � (i, p(i)) � "�� ��� #%����

−j6 � (p(i), i) � "�� ��� #%����

(����%��6 9 �����!���� ��.!� "� ��� ���#���1� :preorder; ��. ���2!%��. #%�#��. !� n

�������6 %� �� "�9� "5!��� I� ���#���!6 ��� #%���� ��. )� !��� H�L ���� preorder O =LH L3

L4 ? LB C > L 3 H 4 K M LLA� �%���6 9 "���.!� �� �� ��5� "5!� #��8�!��� !� n ������� %� ��

"�9� "5!��6 �� ����� 9 ��������� �5 ��� ��!%� ��9�.� depth "9��5� "5!��.� I� ���#���!6

��� #%���� ��. )� !��� H�L ���� depth O =? H C ? 4 ? C > H H H L 3 BA� ���� �,��9�8!� ����

��%2�� �2� ����,��9%��2� #��.�!��2�6 ���� ������� � ���1�� ��.!� "5!� "�����.�

5��.�� $ �.!������.!� T ∗6 �"���� �� .��#%�#�� �� ����� !��� �� #���, ��. �1���5!���.

�51�. #�� 9 ����%��� ��� "5!�� ���� �� ".��2� .���������"5 ,����� �� ��� ��%2�� ��5�

���"�8 #%�#��. !����� � ����������� !���� ��� .��#%�#�� T ∗�

-(��2 ��� )� ! H�36 5�� �5 �� #%�#�� T ����%���� 2� �1���5!��� �� �51� (k, l) O :?6L4; "�

2� ������5!��� �� �51� (g, h) O :K6L4;� �5��6 �� .��#%�#��6 !� ��� ��� "5!�� ?6 ��. ��"5�����

�5 �� #%�#�� T 6 ������� �� T ∗� (�����6 !� f1 9 �.!������.!� 5����� �5 ��.� #8� "5!��.� k

K?



 l6 � "�� ��� T ∗ ��7 ��� ���� �" .�7� �2� #8�6 9 ��� �.!������.!� !� f2� �!��2� #�6 !� e1

9 �.!������.!� 5����� �5 ��.� #8� "5!��.� g  h6 � "�� ��� T ∗ ��7 ��� ���� �" .�7� �2�

#8�6 9 ��� �.!������.!� !� e2� )�� ���#���! !�6 %��.!� 5�� f1 O ?6 f2 O L46 e1 O K6 e2 O

L46 :���� ��� 9%! �8!��2��� 5�� f2 O e2 O L4;�

)� ! H�3 �� .��#%�#�� T ∗ "� �� ��%�����

(����5�9��6 9 ���!���.!� %����0��6 �"���� �� !������� ��. #%�#��. T 6 ��. �.�#%�� ���

"5!�� e1 !� ��� "5!�� f1� -(��2 5�� u �� �� 9�� "5!��� ����"���� �� .�5 �� !�������� �5�� !�

�� ����� ��. ��.� �.����!�6 9 ��9�"�8���� �� %� #���.�! z� �� .�5� ��� ��5��6 �������

9 ���8�� z1 O e1 "� zu O f1� (� ���"��!%����6 ��� )� ! H�3 %��.!� u O H "� z O =K 4 H 3 ?A�

���� ��� ��������, 6 ���"8���� �� ���"5 #%�#�� ��. )� !��� H�4� �7� �� ��!��� �� 9%��

� ���81�.!� ��� ��5�� ��%2��� 5�2� .�7� �2� ����8!��2� #�!7��

(1�������� �����"��"� � #%�#� T "� T
′
6 ������� "���� 5�� �����.� ��%� !���� ��

"5!��� i, i ∈ z� I� ��� "�����6 � ��7��� "5!��� ��. ����%��.� z(1) O e16 ������ ��%� ��

KC



)� ! H�4 �� #%�#�� T
′
!��� ��� ��������, 

K>



p
′
(z(1)) O e1� �� .�5������ "5!��� z(i), i > 1 ��. ����%��.� �����.� ��%� �� p

′
(z(i)) =

z(i−1)6 5��. p
′
(i) ���� � ��%�� ��. "5!��. i ��� #%���� T

′
� �� ���2!%�� #���.�! ��%�2�

�.���7� ���� p
′
O =LB H K 4 3 LB C L4 ? ? ? LH L3 0LA� 	 ���.���"5��� ��� ��%2��� ��.

#��8�!��� ��%�2� �2� ���"7� �512� p6 ���� Θ(u)6 5��. u ���� �� �� 9�� �2� "5!�2� ��.

� "�.� ��� ��%������

�!��2�6 !���� �� "5!��� i, i ∈ z �����.� ����������!5 t� ��� �.�"�"��!%�6 �� ���

��7�� "5!�� ��. ����%��.� z(1) O e16 .�����.� #8� ������7����� (�� e1 O h6 �5�� �� ������5!���

�51� %��� ����������!5 ���� � "��2 "� 9 ���8�� 5�� t
′
(z(1)) O B� (�� ���� ���8�� 5�� e1 O g6

�5�� �� ������5!��� �51� %��� ����������!5 ���� � ���2 ��5�� �7� 9 %��.!� 5�� t
′
(z(1)) O

L� I� 5��.� ��.� .�5�����.� "5!��.� i, i ∈ z6 !� i �= 16 � ��%2�� ������ 2� �1 �* t
′
(z(i)) O B6

� t(z(i− 1)) O L "� t
′
(z(i)) O L6 � t(z(i− 1)) O B� �� ���2!%�� #���.�! ����������!�8

�2� ���"7� �512� �.���7� ������ t
′
O =B B L L L B L L L B B B L 0LA� 	 ���.���"5��� ���

��%2��� ��. #��8�!��� ����������!�8 �2� ���"7� �512� t6 ���� Θ(u)6 5��. u ���� ��

�� 9�� �2� "5!�2� ��. � "�.� ��� ��%������

I� ��� ���"�� ��� ���.����� ��� .��������� ��. #��8�!��� d(T )6 9 ����� !� ��� 

��� �.!�����!5� ��� �.�"�"��!%� ��� �� �� �.!�����!5 dij 6 ��. ��� �9�"� ��� "�,���� 3 "�

���������8�� �� %� ���"5 �51�6 9 �����!���� ��.!� �� �.!�����!5 d(i)6 �� ����� ����������

���� "5!�� i, i ∈ N � �� .�5� ��� ��5�� 5!2�6 � ���5��� d(i) ���������� ���!��"� ��� �51�

(i, p(i))  (p(i), i)6 :��5�2� ���5 �51� � "�� ��� #%�#��;� �� #���.�! d(T ) 9 ���������

�5 n �������6 %� �� "�9� "5!���

�!��2�6 9 ����2� ��.!� �� !� �����%�� ��� ��� �.!�����!5 5��� ,��� �� #���.�!

�� �� hgh(i, j)6 ���� �� ��%�� !� �� "�,���� 3� �%��� �7� �� ������8!��� #���.�! �.!�5����

��� ����������!5 ��. �51�. (g, h)6 �� ��%�� !� � ���"� �51 (i, j)� �� ������8!��� #���.�!

.��������� :"� �7� �� %��� 9 �.!��������; 2� %� #���.�! hgh6 5��. �� i �������� ��. hgh(i)

KK



9 #��7��� ��� ����������!5 ��. �51�. (g, h) �� ��%�� !� �� �51� (i, p(i))  (p(i), i)6 :��5�2�

���5 �51� � "�� ��� #%�#��;�

I� ��� ��%2�� ����5� ��. #��8�!��� d(T ) �1�����.!� #8� ������7���� ��5�2� ��.

�8��. ��� ������D��6 �  
� -(��2 5�� �� �� #%�#�� T %��.!� d(T ) O =0H 3H LC 03B 0LL 0L> K

LL 0C 03K > B 0>A� �� �1�� ��.!� 5!2�6 !� ���5� ��5�� ���"8���� � ��! dij "�9� �51�. (i, j) !�

%� ���#���! �� �� �������� d(5) O 0LL� � �%!���� "5!��� %��� p(5) O L46 �� %��� ��%�

��� "5!�� L4� (�����6 %��� t(5) O L6 ���!%�2� %��� ����������!5 ���� � ����2� F� �" ��8��.

����5� �,��5!��� ��� �51� :?6L4; �� ����� �.������ � ���� �� �1���5!��� �51� !� dkl O 0LL�

)� ������2��6 5��. .������ ������D� �8��. �6 �5�� ��� � "5!��� i #�� � "�� ��� ��%�����6

.�����.� ����� .��������7�����

• -�� hgh(i) O L6 �5�� d(i) O d(i) 0 dkl

• -�� hgh(i) O 0L6 �5�� d(i) O d(i) R dkl

• -�� hgh(i) O B6 �5�� d(i) O d(i)

(�� ����6 � "5!��� i � "�� ��� ��%�����6 .�����.� 1�� ����� .��������7�����

• -�� hgh(z(i − 1)) O L6 �5�� d(z(i)) O d(z(i − 1)) 0 dkl

• -�� hgh(z(i − 1)) O 0L6 �5�� d(z(i)) O d(z(i − 1)) R dkl

• -�� hgh(z(i − 1)) O B6 �5�� d(z(i)) O d(z(i))

(����%�� 9 %��.!� �� �� ������5!��� �51� 5��*

d(e1) O dkl R L

)� ������2�� 5��. %��.!� ������D� �8��. 
6 �5�� ��� � "5!��� i #�� � "�� ��� ��%�����6

.�����.� ����� .��������7�����

KM



• -�� hgh(i) O L6 �5�� d(i) O d(i) R dkl

• -�� hgh(i) O 0L6 �5�� d(i) O d(i) 0 dkl

• -�� hgh(i) O B6 �5�� d(i) O d(i)

(�� ����6 � "5!��� i � "�� ��� ��%�����6 .�����.� 1�� ����� .��������7�����

• -�� hgh(z(i − 1)) O L6 �5�� d(z(i)) O d(z(i − 1)) R dkl

• -�� hgh(z(i − 1)) O 0L6 �5�� d(z(i)) O d(z(i − 1)) 0 dkl

• -�� hgh(z(i − 1)) O B6 �5�� d(z(i)) O d(z(i))

(����%��6 9 %��.!� �� �� ������5!��� �51� 5��*

d(e1) O 0 dkl

-��2� #�����7���� !� ��5 ��5��6 � ���.���"5��� ��� ��%2��� ��. "��.9.�� ���. #�0

�8�!��� �� � d6 ���� Θ(n)� I� ���#���!6 ��� #%���� ��. )� !��� H�L ���� d O =0H 3H LC

03B 0LL 0L> K LL 0C 03K > B 0>A� 	 ������D� .� ���� �8��. � "� ���8�� 5�� dkl O 0LL� -�� ��

���2!%�� #���.�! "��89.�� ��� �� � d6 9 ���� ��%�� d
′
O =0H 0M B ? L4 0L> K 0LB 0C 03K >

B 0>A�

�� #���.�! �� � .��������� :"� �7� �� %��� 9 �.!��������; 2� %� #���.�! x6 !�

�.����7��� x(i) �� ����� ���������� ���� "5!�� i, i ∈ N � �� .�5� ��� ��5�� 5!2�6 � ���5���

x(i) ���������� ���!��"� ��� �51� (i, p(i))  (p(i), i)6 :��5�2� ���5 �51� � "�� ��� #%�#��;�

�� #���.�! x(T ) 9 ��������� �5 n �������6 %� �� "�9� "5!��� I� ��� ��%2�� ��.

#��8�!��� x(T )6 9 �����!���� ��.!� ����5� .�5� ��� �.!�����!5 "� 5�� �� �.!�����!5 xij

��. ��� �9�"� ���� ��5��� L�4 "� ���������8�� �� %� ���"5 �51� (i, j)�

I� ��� ��%2�� ��. #��8�!��� "�9� ��������. x(i) ��. #��8�!��� �� � x �1�����.!� #8�

������7���� ��5�2� ��� � "5!��� i � "��  5�� ��� ��%������ �"5!�6 ��5�2� ��. �8��. ���

MB



��������, � %��.!� #���%��.�� �� � ��� !� xkl :�8��. �;  0 xkl :�8��. 
;6 ���� "8"�� C 5�2�

�������,��� ��� "�,���� 3� ���� �������D�.!� ��� ��%2�� ��. #��8�!��� x6 9 "���.!�

�� �� ��. ��"��2 �.!�����!�8�

ε =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xkl,, τυπoυ A

−xkl, τυπoυ B

��5��6 ��� � "5!��� i � "�� ��� ��%����� %��.!�

• -�� hgh(z(i − 1)) O 0L6 �5�� x(z(i)) O x(z(i − 1)) R ε

• -�� hgh(z(i − 1)) O L6 �5�� x(z(i)) O x(z(i − 1)) 0 ε

"97� ������ "� x(e1) O ε

(�76 ��� � "5!��� i #�� � "�� ��� ��%����� %��.!�

• -�� hgh(i) O 0L6 �5�� x(i) O x(i) R ε

• -�� hgh(i) O L6 �5�� x(i) O x(i) 0 ε

• -�� hgh(i) O B6 �5�� x(i) O x(i)

-��2� ,����� �8"�� � ���.���"5��� ��� ��%2��� ��� ���" � �� � ���� Θ(n)� I�

���#���!6 ��� #%���� ��. )� !��� H�L ���� x O =3?4 0?KH 034> ?HH 3K3 HC? B 033C L>> >LK

03B B 3K3A� 	 ������D� .� ���� �8��. � "� ���!%�2� ε O 3K3� -�� �� ���2!%�� #���.�!

���" � �� � 9 ���� ��%�� x
′
O =3?4 3C3 ?C H? 04B3 HC? B 3K3 L>> >LK 03B B 3K3A�

����� 9�"� ���� ���1�6 "�� ��� �"�%���� #�,5�2� ����!���8�2� ��(�6 5�� ���� �����0

!5���� � ���7��.!� ��� #.<"%� !������%� w "� %���� � .��������.!� � �����!��"� "5���

s� 	 ���� !%9�#�� ��.9��� ��%2��� ��. #��8�!��� s6 � ���� �������,��"� ���� ��5��� 3

#�� ���� .���������"� �.!,%��.�� �.�5 �.!����� #�5��6 !� �� ����.�� !%9�#� ��%��� m ,��%�

ML



:�� "�9� %� �51�; � ������ %������ ��� � �.��  � "�,� "�9� !� ���"�8 �51�. � "�� ���

.��#%�#�� T ∗� -�� � ���.���"5��� .� � ��� !�95#�. ���� Θ(m ∗ u)6 5��. u ���� �� �� 9��

�2� "5!�2� ��. � "�.� ��� ��%������

�.� !%9�#�� ���� ��#���"5����6 #�5�� ���7��.!� !���� ��� ��!%� wi �� ��.� "5!��.�

��. � "�.� ��� .��#%�#�� T ∗6 #��# n ,��%�6 ��7 �"����8!� "� m ,��%� ��� .�������!5

�2� sij� -�� � ���.���"5��� .� � ��� !�95#�. ���� Θ(n + m)� (���# 6 5!2� ���� �� "�9�

������2�� m > n6 ��7 ������ u ≥ 16 ��#��"�8��� 5�� Θ(n + m) < Θ(m ∗ u)�

)8!,2� !� �� $�7��! L ��� "���5����6 � 5� � ���"� #�#�!%� ��. ��(� ������8�

"%���.� ��9!�8�6 �5�� � NEPSA6 5�2� ���2��� "� � NPSA6 #�� ��������� � �����!������

���!��"�8� ��9!�8� :"���� � .��#����� �; "�� ��.� ��9!���"�8� .�������!�8�� ������6

����5� "������6 � #�.�%D�� !� "%���.� ��9!�8� "� �.���7� � ��.�7��� �� "���� ��90

!���"� �,��!�� (����%��6 �� ���1��� !� "����.� ��9!�8� �"����8��� ������5��� �� %��

	P+ �5 5�� �� ���1��� !� ��9!�8� "���� � .��#����� ��

��- 5� .�� .�����.� "������ .����� ����6 �� ������ �����%��.� �� ���" �� x � ������

���!��"%� ��!%�6 (Grigoriadis 1984)6 #��2� !����� "9.��%���� ��� ��5�� �"�%������ �.�5

���8�� #�5�� � ���" �� x ������ !%��� �� ����� !5�� ���1��� ��� -��
 4 :�� ����� �"�������

!� ,��� ���"�; "� �� -��
�
 3 "� H� (1����.6 �8!,2� !� #��,���� .���������"%� !��%���

���� (Mulvey 1978)6 �� ".��2� .���������"5 ,����� �"������� ��� -��
 96 5��. � �� x #��

������ "95��. !%��� ���.� .�������!�8�� I� ��� "�����6 ��� -��
 9 ��%��� � ! �� "5!�2�

0 �512� � ��29�� �� ��� �8���� "�������. ������5!���. �51�.6  ��� �����.�� 5�� �%����

#�� .������� �.�5 ����� �� "�9� !� ���"5 �51� (i, j)6 ��� .�������!5 ��. �����!��"�8 ��.

"5���.� sij ��� "� ��� ���������� �� ��� h(i, j)�

M3



5�) �#& +6/$"$% -�& ��� &���+��>!�*� �:� ��0�,�*+6�:�

!�$',�+?�:� *�$� &,- ��/+$ NEPSA

��- 5�� .������ !� ���97� �����9!2� �� ��� ����.�� ��. ��(�6 ��- 5� .�� � ��5

��2��5� ��5��9!�� ��- .� � ��� ��"��%��� ������!��2� ���� � "���"5� ��5��9!�� NPSA� �

NPSA �� "������ ������7���� 0 ����!�5�.� ������!��2� #�� ���!������ ����.�7�6 �1���� ��5�

!�����. ��9!�8 �",.���!%�2� ���� D�2�� -(� ���"5 #%�#�� 0 �8�� ���!����� ��2��.5��2�

�'!$��%����6 ��� � �� ��5� ��.�������� �51�. ���8�� !� !�#%�� -(� ����!�5�.�� ��5� ��(�

9 "����� �",.���!%��6 ��� %��� %� ��.�������� �",.���!%�� ���"5 #%�#��� �� �",.���!%��

��������, �.!����� 5�� !��� �5 !� ��������, � ��! ��� ���"��!���" � �.�������� #�� ���0

��7����6 ��� ��!%��� ��9�� � -��� �� ��5���! ���� �",.���!%��6 � ��! ��� ���"��!���" �

�.�������� ��!%��� �#� "�� �� #���"�� #�#���"7� ���� D�2�� �.�5 �� ,��5!��� !�����

� �#�� ��� ��� NPSA �� '�'��%�6 :cycling;�

	 "8"�2�� �.!����� 5�� � ��5��9!�� 1�"����� !� %� ���"5 ���"5 #%�#�� "� %���� �5

"������ ���� D��� � ��5��9!�� .��������� ���� �� �#�� ���"5 #%�#�� 0 �8��� �.� � #�#�0

"�� !����� � ����!������ �.���7�6 !� �!��� ��"5��.9� � ��5��9!�� � ���.������

� ���!������ )8���! !��� ��� ����.1� ��. �����9!�. Simplex6 � ��9�5��� ��� "8"�2���

���2�����"� �5 �����8� ���.���%�6 (Hoffman 1953) "� (Beale 1955)� �� ,��5!��� ���

"8"�2��� �� ��5��9!� �8��. Simplex �� #�"�.6 ����� 9�"� �� ��7�� ,��� ���� �����

(Gassner 1964) �� �� ��5���! ��� !��,����� ��5 �5�� %��� ������9�� "� �� ����. ��#�.�

����� !�6 5�2� �� ���#���! ��� ��5���! ��� ��9���� (Gavish, Schweitzer, and Shlifer

1977)6 ��� "� ����"5��� �� ����� !� ��7� #�"�82� (Cunningham and Klincewicz 1983)�

�� ��5���! ��� "8"�2��� ��!%��� ���8 ��!���"5 !%��� "� � !��6 ,�8 �8����� ��9�

,���7����� ��"������"� ��� ��5���! .�56 5�2� �� ���#���! �� ������� (Gassa and Vin-

M4



jamurib 2004) "� (Hall and McKinnon 2004)� (����%�� #�6 "5!� "� ���� ������2�� 5��. #��

�!,������ "8"�2��6 !����� � �.!��8� �"9���"� !������ "���.9��� �",.���!%�2� ��������,7�

:�� ,��5!��� ��� %�
%��/���
�  stalling; !� ��� ��5��9!� NPSA 5�2� ��#���9�"� �5 ����.�

���.���%� (Cunningham 1979)�

I� ��� ��,.� ��. ,���!%��. ��� "8"�2��� %��.� ���.�9�� #��,���� �����"%�� ��

!%9�#�� ���� � �2�� ������ ��. �1���5!���. �51�.6 5�� .������ �",.���!%�� #%�#��6 5�2�

�,%���� ���� ������� (Cunningham 1976) 5��. �������� �� ��7�� ,��� � 5��� ��. ���.��

�,�"��8 #%�#��.6  ����� !%9�#�� 5�2� ���� ����� (Barr, Glover, and Klingman 1977) � ��-

5� .��6 .�����.� "� ����� !%9�#�� �� ������ ����8� "������� ������ �5�� ��. ������5!���.

5�� "� ��. �1���5!���. �51�.6 (Bland 1977)� �%���6 %��.� �"�.,9�� "5!� �
�����')

����� !�6 (Zadeh 1973a) "� (Zadeh 1973b)6 �� ���� � "���"5� ��5��9!�� NPSA .��������

�� "8"�2��� �%��� � !��6 #�� %��� ��#���9�� � �� ��5��9!�� �12����"7� ��!��2� �� �� ��(�

.�������.� ��� ,��5!��� ��� "8"�2���� )� .� �� ������ 6 ���.�����.!� �� ��7�� ,���6

"���� ���"��"��"� �����%�!� ����!%� ���� .���������" �.!����,��� ��. NEPSA�

+������ ������2�� "5!� "� !� ��� ������ �1���5!���. �8!,2� !� �� )�%�� C  "� �����0

�5!���. �51�. �8!,2� !� ��� )�%���� > "� K6 � ��5��9!�� � %��� � ����%1�� !��18 #8�  "�

��������%�2� ���#8�!2� �512�� �.�5 �� ,��5!��� �� ���!���.!� (�%�/ :tie;� � ��5��9!��

NEPSA �����!!�����"� !� "������� ��5�� 7��� � %�
�� ��.� #��!�8� !� ��� �1 � ��5���

-�� � �51 ��9! 9�"� "�� !� #���1� "� ������� ����%�����6 !��18 ���#8�!2� �1����0

!%�2�  �������!%�2�6 �"���� �� �51� !� �� !�"�5���� #���1�� 	 !%9�#�� .� ���� ���������

!� ��� "�5� ��. Bland (Bland 1977) �� �� ����"5 ��!!�"5 ��5���!� ����2�6 ��%��� �

��!��29�� 5�� ���� #.��5� � "��"�.���8� ��!!�"� ����� !� ��. �#���8� �� "8"�2��6

"5!� "� !� �� �� �� #�,5�2� "�5�2� ��������, � (Zörnig 2006)�

�� �� �� �� ��� ����,��9���� !�95#�. � NEPSA %�.�� 5� � ����� !� "� ���!�����0

MH



"� ����.�7�� (����%�� #�6 �1�������� ��� ��#��!���� �8���� �2� ������!��2�6 ��. .�����������

�� "�9� ������D�6 ���"8���� 5�� � ��! ��� ���"��!���" � �.�������� #�� ��%!���� !��������

�� ����%� #�#���"%� ���� D��� :%�
%��/���
;6 �8�� �5 ��� ���� !���� ����� 9�"� "����

!"�� "���.9� "����2� �512� � �1%������ "� � ���%������ ��� ���"5 #%�#�� ��������!%0

�� ��5 ���"��"��"� ���.����"� �����%�!� ���2 �� �.�� ��� ����� !� (Paparrizos,

Samaras, and Sifaleras 2006c)6 � ��5��9!�� NEPSA ,����� � !�� .�������� ��� ,��5!���

��� "8"�2���� ��- 5� .�� ���� ����.�� �2� � �����!� ��%��� � �.�������8� �8�2� 7���

� �1�9�� !� �,���� .�5 �� �.!�%��!�

�� ,��5!��� ��� "8"�2��� !����� � �������6 "��"�.������ %�� "�5� !� �� �� 9��

��. �����. 9 ������ � ������ �� �� �2� 9 %�)�� �� #��!�� "�� ��� %����� ��. �������.

�5��. �� ��� ������ ��. �1����!%��. "97� "� ��. �������!%��. �51�.� � ����.�� ��5��

%��.� �!,������ #��,���� !%9�#�� ��� #��9� ��������,� �� ��� �1����D� �2� �",.���!%�2�

��������,7�6 �8�2� 7��� � ������� �� ,��5!��� ��� "8"�2��� "� ��� ����!5����� ���18

.�7� ���� "� � ����� (Maros 1993)� ��- 5� .�� � "8"�2�� ������� ������ ,��5!��� ����

���1� "5!� "� �� ���.�� �",.���!%� ����� !�� F� �" ��8��.6 �� �����5�9���� .�������!��

��. ����8��� �� ��� ���!��7���� ��� "8"�2��� ����%� ,��%� ���� !� �������!��"���

5�. ����(����% !�$',�+?�:� �����&�(% ��,��*�$!$#�*�%

-���� �� .���������"%� !��%��� #��1������ !� !������ #������2� ����� !�� ��������

�� �� �"��5 .�5 ���� "� � 8��1� ��������7� �%���2� ������!��2�6 5�2� �� ���#���! �

�.�%2� �����!�����8!��� ���� ��� NETGEN (Klingman, Napier, and Stutz 1974)� 	 NETGEN

"��"�.���� ��� ����� !� #�"�82� :pure network problems;6 !�  �2���6 ��2 �2����"5�����6

"97� ������ "� ����� !� !��,����  ������������� (��� ��!!%�� �5�� �� ��7�� Fortran

77 5�� "� �� C "� 5�2� "� 5��� �� ���� �����6 #%����� "���� ���� ��!%��2�� � �� ����

M?



!��18 ���2� ��!%��2�6 :�� �5��.� �.���!�� #�� ��� �,%��.!� 5��� �� .�5 �� ��!���;

#��7��� �� �� 9�� �2� "5!�2� �.����"� NODES6 �2� "5!�2� ����,���� NTSORC6 �2� "5!�2�

� ����� NSINK6 �2� "5!�2� !��,5��2��� �5 �� �8���� �2� "5!�2� ����,���� NTSORC6 �2�

"5!�2� !��,5��2��� �5 �� �8���� �2� "5!�2� � ����� NTSINK "� �� �.����"� ���5���

���<5��2� ��. �%�.� ITSUP� � �� ���� "��"�.���� ����!�5�.� ��(�6 �"�5� � ���8�� 5��

NSORC + NSINK = NODES "� NTSORC = NTSINK = 0 ��5�� "��"�.����� ����!�5�.��

����� !��� !��,����� �%���6 � NETGEN "��"�.���� ����!�5�.�� ����� !��� ��9����6

5�� ���8�.� �� #8� ������8!���� �.�9 "�� ��� "� �����%�� NSORC = NSINK "� ITSUP =

NSORC� �.�5� � ��5��� �����.���� ��� �2�%�2 ���� ����6 �1������ #�5�� �� ��5���! ���

!��,���� ������� �1��#�"�.�� ��. ��(�6 ��7 �� ��5���! ��� ��9���� ������� �����%�2

�1��#�"�.�� ��. ��5���!��� ��� !��,�����

(����%��6 .������ � ���� ��� GNETGEN � ���� ������� ����������� ��� NETGEN "�

���8�9�"� �5 ��� ���.��� Fred Glover �� ��� "��"�. ����"�.!%�2� ������!��2� �� �6

:generalized network problems;� �.� � ���� ��� �����!������ ��9!���" #��� � "������ ��

������5���� !��,%���!� :portable; "7#�"6 ��7 !� .���������" !��%�� !� ����� !� #�!��.�0

��!%� !� �� �.�"�"��!%�� ���� ��� ���.������� ���� ����� (Clark, Kennington, Meyer,

and Ramamurti 1992)� I� ��� "����� ��� ����"�.!%�� ��(�6  ���7� "� :the flow with

gains model;6 �����5�9�� ��. ���8 ��(�6 �� "�9� �51� ���������� "� %�� ���������� �

��� �� �� )�� ��5 ��(�6 � ��! .��8 ��. ���������� ���8�� !� !���#�

�"5!� .������ � ���� ��� MESH6 ��!!%�� �� ��7�� C6 � ���� ������ minimum -

cost circulation ����� !� "� � ���� ��� Grid-On-TOrus (GOTO) (Goldberg 1991)6 ������

��!!%�� �� ��7�� C6 � ���� ������ ����!�5�.� ������!��2� !��,���� !� �2����"5������

(����%�� .������ � ���� ��� GRIDGRAPH (Resende and Veiga 1993)6 ��!!%�� �� ��7�0

� Fortran 776 � ���� ������ ����� !� !������� �� � 5�� "� ����� !� �� � �������.

MC



"5���.�� 	 �.�"�"��!%�� ���� ��� "���� �� �� �����%�� #.� .����.���2� Fortran 77� 	 �

��7�� .����.��� �������,��� ���� ����� (Goldfarb and Grigoriadis 1988) "� �����!��������

�� ��� .�������!5 !������� �� �6 ��7 � #�8���� �������,��� ���� ����� (Schrage 1979) "�

������� ���� ��� �.��2� ��9!7��

��9� ���� ��� #%���� 7� #�#�!%� ����#�. !� ���� ��!7� #�,5�2� ��!%��2� "� �1����

%� "��.9.�5!��� ���,�! !�� !� � "5��� "� ��� �2����"5����� �� "�9� �51� "97� "�

��� ����,���  � ���� ���<5���� �� "�9� "5!��� �.�%� 5��� �� ���� ����� "97� "� "������

"7#�"�� �5 �8��� #���9���� #2���� �� "#�!<" 0 !� �!����" �� �� !� �7�.!� ftp �5 ���

���"�����" #��89.��� ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/netflow� ��%��� 5!2�6 �� �5��.� �,���0

� ��. ���.����"�8 "%����. DIMACS6 "������ � �"� ��� � ����6 ,�8 ��7� #��7��� ���

�.�"�"��!%�� IP #��89.��� ��.6 7��� � ��"� ��� #�"�2! ���5#�.� (Morris 2004)�

� ����!�5�.� ��(�6 � ���� #�!��.���9 "� "� �����!���� 9�"� �� .� �� ������ 6

"��"�.����"� !� �� ���� ��� GRIDGEN (Lee and Orlin 1991)6 � ���� �����!!�����"�

��� ��7�� C� )�� �.�%���6 9 ������,�� � ��5��� �� ��� ��� "� 9 �1���9�� ��.��"� �

#�!��.��� �2� ����!���8�2� ��. �����!���� 9�"� ���� .���������" !��%��� � �� ���� ,�8

#�!��.�� ��� %� �"���%��!� ����� ��� GRIDGEN6 �� "��� %���� !%�2 ��� ��!! � �����7�

2� �1 �*

gridgen batchfile

�� ����� !� 5��! batchfile �.�����"� "9������ �� �� 9��6 � ��5!� "97� "� � ��"��0

�����"� 5�2� �2� #�#�!%�2� �15#�. P ����!���8�2� ��(�� 	 ���� �2� ��!%��2� ��. !�����

� #��9�� ���� � ��"��2*

L� number of jobs6 :(��� #.��5� � "��"�.���8� �.����5�2� ������5��� �5 %� ����0

!�5�.� ��(�;�

M>



3� output file name6 :-���! �� �� ����� �15#�. ��. 9 ����%��� � #�#�!%� ��. ����!���80

��.;�

4� no two-way arcs6 :(�����.!� L ��� ���9.!�8!� �51 !� �.�5���� #8� "��.98����� 0 "! 6

���7� B �� "��.9.�5!�� �51;�

H� random number seed 6 :K D ,��� 9���"5� ��9!5� �� ��� ���"������� ��� ���� ���� �.0

��2� ��9!7�6 ��%��� � �����!����� ��.�������� %� !� !�#���"5 ��9!5;6

?� number of nodes6 :).����"5� ��9!5� "5!�2�;�

C� grid width6 :������ ��%�!���;�

>� number of source nodes6 :).����"5� ��9!5� "5!�2� ����,����;�

K� number of sink nodes6 :).����"5� ��9!5� "5!�2� � �����;�

M� average degree6 :�%��� �9!5� "�9� "5!��.;�

LB� total flow 6 :).����" ���5��� ����,����;�

LL� distribution of arc costs, 1 for UNIFORM 6 :����! ��!7� "5���.� �2� �512�6 L ��

�!��5!��,�;�

L3� 1st parameter for arc cost (float): lower bound 6 :(������� ��! "5���.� �� "�9� �51�;�

L4� 2nd parameter for arc cost (float): upper bound 6 :�%����� ��! "5���.� �� "�9� �51�;�

LH� distribution of arc capacities, 1 for UNIFORM 6 :����! ��!7� �2����"5���� �2� �50

12�6 L �� �!��5!��,�;�

L?� 1st parameter for arc capacity (float): lower bound 6 :(������� ��! "��2 �2����"5����;�

LC� 2nd parameter for arc capacity (float): upper bound 6 :�%����� ��! ��2 �2����"5����;�

MK



�.� � ���� ��� #�!��.���� %� #�"�.� �� !��, ����
���6 !� �����%�� %�� $��� "5!���

(����5�9�� �2� �512� ��. �.�#%�.� ��.� "5!��.� ��� ��%�!6 .������ %� �51� �5 "�9�

"5!�� ����,���� ���� .�%� "5!�� "� �5 ��� .�%� "5!�� ���� "�9� "5!�� � �����6 �8�2�

7��� � ���.��� � �,�"�5���� ����2�6 .�� � ����.�� �51 %��.� ���8 !����� ��! "5���.�

"� ���8 !����� ��! �2����"5����� � ��5��� �����.���� .� � ��� ���� ���� %��� 2� �1 �6

��7��� "��"�.����� %� ��%�! #������2� n1 * n2� I� ���#���!6 ? S 4� �� "5!���

��9!�8��� �5 �� L 2� �� L?6 ��7 � .��� "5!��� ��9!���� 2� n1*n2+1� -(����6 #�!��.���8���

� �51 ��. ��7��.� ��.� �������"�8� "5!��.�� I�- .�� � �516 � �� ���� �����%���� �

"9������ ��� 9 %��.� ,��� "� ���� ��� #.� "��.98�����  !5�� ���� !�� (�� "9�������

� #�!��.���9�8� �51 !� ,��� "� ���� ��� #8� "��.98����� �5��6 #8� �516 %� ���� "�9�

"��89.���6 9 #�!��.���9�8� !��18 "�9� ��8��.� �������"7� "5!�2�� (�#���2�6 !���� %�

�51� 9 "��"�.�����

)�� �.�%��� 9 ������9�8� ��� #�"�.� � �51 ��. ��7��.� ��� .�%� "5!�� !� ��.� "5!0

��.� ����,���� P � ����� 5�2� �,%�9�"� ������.!%�2�� )� ������2�� 5��. ���� � ��9!5�

�2� �512� #�� ���� � ����8!����6 �5�� ������9���� �51 !� �!��5!��,� ������ �.��2� ��.0

���7� "5!�2�� �� "5!��� ����,���� "� � ����� ����%����� �!��5!��, �5 �� #�"�.� "� �

����,��� P � ���� �� "�9� "5!�� ���9���� "� ���� !� �!��5!��,� "���! � � �� ����

������ ��� �."�5��� ��. #�"�8�.6 !� ��� �1 � ��5��� ���7��� �� !%�� �9!5 v "�9� "5!��.

i ∈ N, i = {1, 2, ..., n}6 ��5�� �� �8���� �2� �512� ��. 9 "��"�.���8� ���� ��� !�

������. nv�

5�5 �$�0( !�$',�+?�:� ��% �!$,$-�*���(% +�,6��%

-���� �� ���� ����� �����.� "���� ����!�5�.� ��(� �� ����� "��!%��.6 !� #��,���� "0

�� 1��� ��5�2� ��� .��������� +�����.� 5!2� ��� �#��2!%� ��5�.� �� �� !��, ��.

MM



���5!���. �����.� �� ��7�� ���� � !��, DIMACS6 :� �� ��� ���!�� �� workshop ��.

#�����79�"� ��� ���.����"5 "%���� DIMACS;6 �� #�8���� ���� �� ��5�.�� RELAX46 :� �� ���

���!�� �� �� ��2��5 ��5��9!� RELAX4; "� ����� ���� �� ��5�.�� NETFLO6 :� �� ���

���!�� �� �� ��2��5 ��5��9!� NETFLO;� 	 "�9� ���� ��� �.� 92� ������ ����� "�����

!5�� �� ��� ����� ����,��9%���� !��,%�� � ��5��9!�� NEPSA �����!!�����"� %��� 7���

� #%���� ����� !� � #�#�!%� ���5#�. �� !��, RELAX4� 	 ������ .� %����6 7��� �� "�0

��� !�������" �����2�� ��. NEPSA � !����� � �.�"��9�� !� �8"��� ��5�� !� ��� ��5��9!�

RELAX46 :,�8 "� �� #8� ���� �����!!���!%��� �� ��7�� Fortran "� �����!�����8� �#��.

�8��. ���� ���5#�.;�

�1���� � �,��9�� 5�� � ���� ��� GRIDGEN �1���� ���� ��� !��, � DIMACS "� 5�� ���

!��, � RELAX4� +�����.� �%�� ������!!� ��. ��!����.� ��� !������ ��5� �����.

!�� !��, � �� ����� "����� ����� !��, �6 %� 0 %� "�9� ,���� ��- 5� .�� �����! 9�"� �

���������9�� �5 �!�� � "7#�"� ��� GRIDGEN6 �8�2� 7��� � �1������ �.�5���� �������

����!�5�.� ��(�6 5� ��� !��, � RELAX4�

)� .�5 �� ��!���6 9 #�9�� %� ���#���! ��9 "�.��� #�"�8�. �� !��, RELAX4� -(��2

5�� ���!� �� #�"�.� ��. )� !��� H�H6 �� ����� ��������� �5 �%������ "5!��.� "� �%���

�51� ���� �5 "�9� �51� ,����� %� ��.���� ��9!7�6 ���5� ����9%�2�� � ��7��� ��9!5�

�.!������� �� "5����6 ��7 � #�8����� �.!������� ��� ��2 �2����"5��� ��. �"������ �51�.�

�5�� %� �.��"5 ����� ��� !��, � RELAX46 ��. �������,�� �� #�"�.� ��. )� !��� H�H6 9

%��� ��� ��"��2 #�! *

LBB



)� ! H�H ���#���! ��9 "�.��� #�"�8�. �� ����� "��!%��. �8��. RELAX4

H ?

L 3 4 H

L 4 3 3

3 4 L 3

3 H 4 4

4 H L ?

4

B

B

04

	 ��7�� ��!! ��. �����. ���5#�. �� !��, RELAX4 ��%��� � ����%��� ��� ��9!5 �2�

"5!�2� n "97� "� ��� ��9!5 �2� �512� m� �� ��5!���� m ��!!%� ��%��� � ����%��.� �

�51 ��. #�"�8�. ��������!!%� ���� �1 � ������ ��7�6 ���,��� � "5!��� 0 �.�� i ��. �51�.6

%���� � "5!��� 0 "�,� j ��. �51�.66 ��� �.�%��� �� "5���� cij ��. ���������� ��� �51�6 ���

LBL



��2 �2����"5��� uij ��. �51�.6 :� "��2 �2����"5��� lij "�9� �51�. 9�2����� 5�� ���� !�#%�;�

�� ����!������� n ��!!%� ����%��.� ��� ����,��� ��. "9��5� "5!��. :!� �����" ��! 

��������� � ����;� �%���6 � ��9!��� �2� "5!�2� 9�2����� 5�� ���� �5 L %2� n "� �����%��

� #�#�!%� 9�2��8��� 5�� ������8��� �5 "%���� ��!%��

�1���� � �,��9�� 5�� �� �#�� #�"�.� �� !��, DIMACS 9 ���� ��� ��"��2 #�! *

c

c -(� ��5 ���#���! ���.����� ��� !��, � DIMACS

c DIMACS !��, �����. ���5#�. �� ��(��

c

c ��!! ����� !��� *

p min H ?

c

c ��!!%� ������, � �2� "5!�2� *

n L H

n 4 04

c

c ��!!%� ������, � �2� �512� *

a L 3 B H 4

a L 4 B 3 3

a 3 4 B 3 L

a 3 H B 4 4

a 4 H B ? L

LB3



)�� !��, .� � �� ���� !����� � ������� ��5�� �� ��!!%� ��. �����.� !� �� ��"� �

c� �.�%� �� ��!!%� ����8��� �5 �� ".��2� ��5��!!� )�5�� ���� #.��5� � ����9���9�8�

�� �����# ���� ��!��� ��. �����.� )� "�9� ����� !��, � DIMACS .������ !� ��!! !� ���

������, ��. ����� !���� �.� � ��!! �!,������ ���� �5 ����# ���� ������, "5!��.

 �51�.� -���� ,��� %� ����!�5�.�� ��5� ��(� � ��!! 1�"����� !� �� ��"� � p "�

����%��� �� �%1� min6 ,�8 �� ��(� ���� ��5���! �������������� ��� ��! � ��� ���"��!���" �

�.��������� -(���� ��� ��!! .� 6 ����"�� "���� �� �.����"5 ��9!5 :"%���� !������%�;

�2� "5!�2� "� %���� �2� �512�� )�� �.�%���6 "���.9�8� �� ��!!%� ������, � �2� "5!�2��

�.�%� �� ��!!%� 1�"���8� !� �� ��"� � n6 !��� .������ � ���"%� ��. "�9� "5!��. "� �%��� �

����,���  � � ���� ��. �.�"�"��!%��. "5!��.� ��%��� � ��!��29��6 5�� �� "5!��� !��,5��2���

#�� �����!������� �� .�%� ��� ��!!%� ������, � �2� "5!�2�� ���# 6 9�2����� 5�� ���8��

bi = 0, ∀ �� "�9� "5!�� i ��. #�� .������ ������, �� .�5�� �%���6 "���.9�8� �� ��!!%�

������, � �2� �512�� �.�%� �� ��!!%� 1�"���8� !� �� ��"� � a6 ��7 !��� �� "�9� �51�

����,��� � "5!��� �.��6 � "5!��� "�,� 6 � "��2 �2����"5���6 � ��2 �2����"5��� "�

�%��� � ��������� ��! ��. "5���.� ��.�

5�7 �!$,$-�*���( *�+!���0$�? �$� NEPSA

-���� �� "������ ����!���8�2� ��(� �"���%���"� �����!����7��� %� ����2��"5 .������0

�� (PC) � ������ %��� � "5��.9 "8�� ��"�������"�� ���������� �5 ���1����� Intel P4,

Prescott 560 series, 3.6 GHz6 !� !� RAM L GB ���������� DDR 36 !� �����.���"5 Windows

XP Professional6 !� ��"�����!%�� �� Service Pack 2� (�����6 �����!���� 9�"� � compiler ��

��7�� Fortran 95/2003 ��� ������ Intel6 ��� �"#5��2� M�L�B44�

(����%��6 �� ����"5 �"���%��!� ����� ��� .���������" � !��%���6 "��"�.����"� !� ���

"5��.9�� �.9!����� ���� Intel Visual Fortran compiler*

LB4



• Optimization: Maximize Speed plus Higher Level optimizations

• Global Optimization: Yes

• Favor Size or Speed : Favor Fast Code

• Optimize for Intel(R) Processors: Pentium(R) 4 and Additional Intel Processors

• Use Intel(R) Processor Extensions: Intel Pentium(R) 4 Processor with Streaming (SIMD)

Extensions 3 (SSE3)

• Parallelization: Yes

I� ��� ���"�� ��� ���8�� .���������" � !��%���6 #�!��.�� 9�"� �%������ "������ ���0

���!��2�� �� !� �."�5��� 36?@6 !� !� ?6B@6 !� !� LB6B@ "� �%��� !� !� B6L@� ��9�

!� "���� �5 ��� ��7��� ����� "������ �����!����� C "�������� ������!��2�6 !� #�,�����"%�

#��������� �� "5!��� "� ���� ����� "������6 �����.� �5 ��.� ?BB "� ,����.� !%��� "� ��.�

LBBB6 !� � ! LBB6 :%��� #�!��.���8��� �� %1� ����,��9����� "��������;� -���� ,��� 5!2� ��

�� 9�� �2� �512�6 .�5 ���"8���� ����� !� ��� "���� 5��. � "�� �� ����!�5�.��� (����%��

#�6 �� "�9� !� "������ %��.� #�!��.���9�� LB ����!�5�.�6 7��� � �1����� � !%��� 5��� �2�

���� D�2�6 "97� "� ��. �.����"�8 ��5��.6 �5 ��� �������2��.��"5 #���!�

	 �%���� "���� ������!��2� ��������� �5 ����� "�������� ������!��2�6 !� #�,�����"%�

#��������� � ��9!5� �2� "5!�2� ���� ��7�� "������ ���� ?�BBB6 ��� #�8���� ���� >�?BB "�

�%��� � ����� "������ ����%��� LB�BBB "5!��.�� �!��2� !� ��� ������8!���� ����� "������6 �

��9!5� �2� �512� �1����� �5 ��� �."�5��� ��� "������ (����5�9�� #�6 �� "�9� !� �5

.�%� ��� ����� "�������� %��.� "��"�.���� �5 �%��� ����� !�6 %��� 7��� � .����������

� !%��� ��9!5� �2� ���� D�2� ��� "� � �.����"5� ��5���� ).��D������6 �.����"� %��.�

"��"�.���� "� ����.9�� 3 ∗ 6 ∗ 10 + 1 ∗ 3 ∗ 5 = 195 ����!�5�.� ��(��

LBH



)��� ��5!���� (�5����� H�?�L6 H�?�36 H�?�4 "� H�?�H ���.�������� �.�"����2!%� � .������0

���"� �����%�!�� ).�"�"��!%�6 ���� (�5��� H�?�L ���.�������� � �����%�!� �� ���0

�� !� �."�5���� 36? @6 ���� (�5��� H�?�3 ���.�������� � �����%�!� �� ����� !�

�."�5���� ? @6 ���� (�5��� H�?�4 ���.�������� � �����%�!� �� ����� !� �."�5����

LB @ "� �%��� ���� (�5��� H�?�H ���.�������� � �����%�!� �� ����� !� �."�5����

B6L @�

����� !��(�* ��� ��&������� ��� +

)��� ���" 19.6 ,������ 5��� �� ���!����� ��. �����!���� 9�"� �� ��� "��"�. �2�

����!���8�2� ��(� ��. � �� !%��� ���� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

����� �������	 �
�� 
��

����� (two-way ������ ��
��� ������ ������ ������ ������	 ������� ���� ����

����� arcs) ��������� �������
� �	����� ����� �������� � ��� ������ ������

����������

� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� � � ���

� !�� ��� "�� ��� �� ��� ��� � � ���

���# � $�� ��� "�� ��� �$ "�� ��� � � ���

� %�� ��� &�� "�� �� &�� ��� � � ���

� '�� ��� &�� "�� �� &�� ��� � � ���

� � ��� ��� ��� &�� �� &�� ��� � � ���

���"� 19. ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� 36? @

)��� ���" 19�6 !��� ��� ����.� �8�� �2� ����,��9%��2� ����!���8�2�6 �,%����� �

.���������"� �����%�!� � ���� !� ���.�����.� !� ��#��"��" .���������" �.!����,�0

�� ��. �����9!�. NEPSA6 5��� ,��� ��� ��9!5 �2� ���� D�2� "97� "� �� ��5�� ��.

#�� 9�"� �5 ��� ���1����� (CPU time) �� �� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

)�� ��"��2 )� ! H�?6 ,����� �2� !��������� � !%��� ��9!5� �2� ���� D�2�6 �

������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� ��� �.�"�"��!%�� "�������

)�� ��"��2 )� ! H�C6 ,����� �2� !��������� � !%��� ��5��� ��. #�� 9�"� �5 ���

LB?



Πυκνότητα Αριθμός κόμβων Αριθμός τόξων Χρόνος επεξεργαστή (sec.) Αριθμός επαναλήψεων

501 6.012 12,02 5.167

601 9.015 25,23 7.002

2,5% 701 11.917 44,58 9.050

801 16.020 79,07 11.529

901 19.822 115,06 13.208

1001 25.025 189,71 16.649

���"� 19� +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� 36?@

)� ! H�? ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� 36?@

LBC



���1����� 6 � ������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� �� .� ���

"���� �2� ������!��2��

)� ! H�C ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� 36?@

LB>



����� !��(�* ��� ��&������� � +

)��� ���" 1936 ,������ 5��� �� ���!����� ��. �����!���� 9�"� �� ��� "��"�. �2�

����!���8�2� ��(� ��. � �� !%��� ���� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

����� �������	 �
�� 
��

����� (two-way ������ ��
��� ������ ������ ������ ������	 ������� ���� ����

����� arcs) ��������� �������
� �	����� ����� �������� � ��� ������ ������

����������

� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� � � ���

� !�� ��� "�� ��� "� ��� ��� � � ���

�# � $�� ��� "�� ��� "� "�� ��� � � ���

� %�� ��� &�� "�� &� &�� ��� � � ���

� '�� ��� &�� "�� &� &�� ��� � � ���

� � ��� ��� ��� &�� �� &�� ��� � � ���

���"� 193 ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� B6? %

)��� ���" 1916 !��� ��� ����.� �8�� �2� ����,��9%��2� ����!���8�2�6 �,%����� �

.���������"� �����%�!� � ���� !� ���.�����.� !� ��#��"��" .���������" �.!����,�0

�� ��. �����9!�. NEPSA6 5��� ,��� ��� ��9!5 �2� ���� D�2� "97� "� �� ��5�� ��.

#�� 9�"� �5 ��� ���1����� (CPU time) �� �� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

Πυκνότητα Αριθμός κόμβων Αριθμός τόξων Χρόνος επεξεργαστή (sec.) Αριθμός επαναλήψεων

501 12.525 36,61 7.423

601 18.030 72,48 10.044

5% 701 24.535 134,04 13.282

801 32.040 229,11 16.607

901 40.545 352,70 19.669

1001 50.050 582,80 25.097

���"� 191 +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� ?@

)�� ��"��2 )� ! H�>6 ,����� �2� !��������� � !%��� ��9!5� �2� ���� D�2�6 �

LBK



������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� ��� �.�"�"��!%�� "�������

)� ! H�> ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� ?6B@

)�� ��"��2 )� ! H�K6 ,����� �2� !��������� � !%��� ��5��� ��. #�� 9�"� �5 ���

���1����� 6 � ������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� �� .� ���

"���� �2� ������!��2��
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)� ! H�K ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� ?6B@

����, !��(�* ��� ��&������� �- +

)��� ���" 1976 ,������ 5��� �� ���!����� ��. �����!���� 9�"� �� ��� "��"�. �2�

����!���8�2� ��(� ��. � �� !%��� ���� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

����� �������	 �
�� 
��

����� (two-way ������ ��
��� ������ ������ ������ ������	 ������� ���� ����

����� arcs) ��������� �������
� �	����� ����� �������� � ��� ������ ������

����������

� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� � � ���

� !�� ��� "�� ��� !� ��� ��� � � ���

��# � $�� ��� "�� ��� $� "�� ��� � � ���

� %�� ��� &�� "�� %� &�� ��� � � ���

� '�� ��� &�� "�� '� &�� ��� � � ���

� � ��� ��� ��� &�� ��� &�� ��� � � ���

���"� 197 ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� LB %

)��� ���" 19 6 !��� ��� ����.� �8�� �2� ����,��9%��2� ����!���8�2�6 �,%����� �

.���������"� �����%�!� � ���� !� ���.�����.� !� ��#��"��" .���������" �.!����,�0

LLB



�� ��. �����9!�. NEPSA6 5��� ,��� ��� ��9!5 �2� ���� D�2� "97� "� �� ��5�� ��.

#�� 9�"� �5 ��� ���1����� (CPU time) �� �� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

Πυκνότητα Αριθμός κόμβων Αριθμός τόξων Χρόνος επεξεργαστή (sec.) Αριθμός επαναλήψεων

501 25.050 106,35 11.078

601 36.060 226,04 15.420

10% 701 49.070 428,04 20.315

801 64.080 750,30 25.991

901 81.090 1.155,10 31.253

1001 100.100 1.896,36 39.402

���"� 19 +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� LB@

)�� ��"��2 )� ! H�M6 ,����� �2� !��������� � !%��� ��9!5� �2� ���� D�2�6 �

������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� ��� �.�"�"��!%�� "�������

)�� ��"��2 )� ! H�LB6 ,����� �2� !��������� � !%��� ��5��� ��. #�� 9�"� �5

��� ���1����� 6 � ������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� �� .� ���

"���� �2� ������!��2��
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)� ! H�M ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� LB6B@

)� ! H�LB ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� LB6B@
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����� !��(�* ��� ��&������� -�� +

)��� ���" 19:6 ,������ 5��� �� ���!����� ��. �����!���� 9�"� �� ��� "��"�. �2�

����!���8�2� ��(� ��. � �� !%��� ���� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

����� �������	 �
�� 
��

����� (two-way ������ ��
��� ������ ������ ������ ������	 ������� ���� ����

����� arcs) ��������� �������
� �	����� ����� �������� � ��� ������ ������

����������

� � ��� $� � ��� � ��� � ��� ��� � � ���

���# � $ ��� '� " ��� " ��� $ ��� ��� � � ���

� �� ��� ��� � ��� & ��� �� ��� ��� � � ���

���"� 19: ���!����� ��� ���� ���� GRIDGEN �� ����� !� �."�5���� B6L %

)��� ���" 1966 !��� ��� ����.� �8�� �2� ����,��9%��2� ����!���8�2�6 �,%����� �

.���������"� �����%�!� � ���� !� ���.�����.� !� ��#��"��" .���������" �.!����,�0

�� ��. �����9!�. NEPSA6 5��� ,��� ��� ��9!5 �2� ���� D�2� "97� "� �� ��5�� ��.

#�� 9�"� �5 ��� ���1����� (CPU time) �� �� �.�"�"��!%�� "���� ������!��2��

Πυκνότητα Αριθμός κόμβων Αριθμός τόξων Χρόνος επεξεργαστή (sec.) Αριθμός επαναλήψεων

4.971 24.855 371,69 31.347

0,1% 7.471 52.297 3.200,25 71.865

10.001 100.010 16.440,15 150.860

���"� 196 +���������"� �����%�!� �� ����� !� �."�5���� B6L @

)�� ��"��2 )� ! H�LL6 ,����� �2� !��������� � !%��� ��9!5� �2� ���� D�2�6 �

������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� �� "�9� "�������

)�� ��"��2 )� ! H�L36 ,����� �2� !��������� � !%��� ��5��� ��. #�� 9�"� �5

��� ���1����� 6 � ������ ���"8���� �5 � #��,�� ����!�5�.� ��(� ��. �89�"� �� .� ���

"���� �2� ������!��2��
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)� ! H�LL ������ ��. !%��. ��9!�8 �2� ���� D�2� �� ����� !� �."�5���� B6L@

)� ! H�L3 ������ ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� �� ����� !� �."�5���� B6L@
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� �����%�!�6 ��. ���%".D� �5 .� ��� .���������" !��%��6 ���.������"� �� ��70

�� ,��� �5 ��� )�,�%� �� ��� ,������ �$��(��� -����%����"�%��� &��0�������� ��/������6

��� Veszprém ��� �.����� �� 3BBC6 !� ��� ����� (Paparrizos, Samaras, and Sifaleras 2006b)�
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������
 �

#� ������� ���
 	������
 WebNetPro$ ��� ���

���	 �� ���%	�"��� ���� ���� %�	������������

7�� ��!&�"����� ,$-�*+�� "����&�(% '�,��*�$!$#�*�%

(��� "���� ��#�"�5 5�� � "��5��� �2� 9�!��2� �����9!2� #�"�." � ���������������

����� �"�� ������9�� �5 ��.� ,�����%�� I� .�5 �� �5�� %��.� #�!��.���9�� �"��� ����0

�!�"� ����"�������� �����9!2� "� ����.��� ��������2� ������!��2�� -(��.� #��1�9�� ����%�

!��%��� ��� #��9� ��������,�6 �� ������ "�#��"�8�.� � ������"� !� ��� �� ��� �"��#�.0

��"�8 �����!�"�86 5�2� �� ���#���! ���� ������� (Hundhausen, Douglas, and Stasko 2002)6

(Lawrence, Badre, and Stasko 1994)� E�"�������"� �,%����� �� �1 � #�#"��"%� �,�!��%�

#�"�." � ���������������6 (Andreou, Paparrizos, Samaras, and Sifaleras 2005)6 (Andreou, Pa-

parrizos, Samaras, and Sifaleras 2006)6 (Baloukas, Paparrizos, and Sifaleras 2005) "� (Khuri

and Holzapfel 2001)�

�� �5 ��� "�8����� #2���� #�9%��!�� �,�!��%� ���� �� Netflo (Kennington and Helga-

son 1980)� 	 �,�!�� Netflo !����� � ����8��� ����� !� �� � �������. "5���.�� � �� ����

.�������� �� ��5���! �� !��, �����. ��. �8��. DIMACS  �8��. Netflo� � ����� !�

!����8� � .�����9�8� ���� !%�2 ��. #�#�"�8�. (http  ftp URL’s;6 ���� !%�2 ���"�����" �

LLC



�������,��� ��- 5� .��6 � �,�!�� Netflo �������� ".��2� !� �������������� !���0

��� "��!"� "� #�� %��� �5�� ���8 �"��#�.��"5 ��"� �� (����5�9��6 #�� ����8�� �����

"�������� ������!��2� �%� �5 �� ��5���! �� � �������. "5���.��

���18 #�,5�2� ��������#2�6 ��. ����%��.� �"��#�.��"� ������6 ���� "� �� (Vanderbei

1997b) "� (Vanderbei 1997a)� �� #.� ����,��9%���� ��������#�� ������8� ������8� #�"�.0

"%� �,�!��%� (Java applets)� 	 ��7�� ���.������ %� #�#"��"5 ������� ����"��������6 !�

�� ����� !����� %�� ,����� � � �8��� %� ��5���! �� � �������. "5���.�6 �����!����7���

��� "���"5 ��2��8��� ��5��9!� Simplex� 	 #�8���� ��������# ����%��� ���� %� ���������

(Java applet) �� �8���� ������2� #�5!2�6 �����!����7��� ��� ��5��9!� ��. Dijkstra� )���

#8� ������8!���� �,�!��%�6 � �� ���� !� �8"��� ��5�� "9������ ��� ��9!5 �2� "5!�2� "�

�512� "������ �!��� #�������� .�7� �2� #�#�!%�2�� ��- 5� .��6 � �� ���� #�� !�����

� �1������6  �5�� !����� � ����%1��6 "������ ��5�� ��9 "�.��� ��,�!��2�6 �8�� %��� ���

������ � ����%1�� !��18 #�,�����"7� �����9!2� �� "���� ���� "������ ������!��2��

�� ���� ��������# !� �� ��!� ������5!��� ���� � (Greenberg 1999)� ��- 5� .��6 .� �

��������# ��%��� ��� ����"�����!%�� �8�� ��.� ����� !��� �8������ ������2� #�5!2� �����

��. �����9!�. Dijkstra� 	 �.�"�"��!%�� �,�!�� ���� .������!%�� �� Java6 5��. � �� ����

"9������ ��.� "5!��.� "� � �51 ��. #�"�8�. "������ !���"� "��" ���5� ��. ��98��. ���

�,�!�� ��

-(� ��� ���8 �� ��!� �"��#�.��"5 �����!�"5 ���� �� DIDAGRAPH6 (Dagdilelis and Satra-

tzemi 1998)� �� DIDAGRAPH .������� %� �.�8 �8���� �����9!2� "� ���� �"�5 � ����8���

��!��������!%� ����� !�� ��- 5� .��6 #�� ���� ��������!� !%�2 #�#�"�8�. "� #��

#�#��� � #.��5��� ��� �� ��� � #�"�!���� ���97� #�,�����"7� #�!7� #�#�!%�2�� ���"��0

�7�����6 ���� ����� (Lazaridis, Paparrizos, Samaras, and Sifaleras 2007) �������,��� !�

#�#�"�." �,�!�� 6 � ���� "���� �� �� �����"7� ����"�������� �� ����.�� �� �2� ��!�0
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�������!%�2� ������!��2�� -�!2�6 � "8���� �"��5� ��. ���� � �"!�9��� ��. �9�2��!%��.

�����9!�. Simplex �� �� ��!!�"5 ��5���! ��. �9�!��"�8 �����!!���!�8 "� 5�� ��

��5��9!�� �� ����� !� ��������������� ��7� �� #�"�.� (�����6 #�� .������ ������ !��18

#�,�����"7� #�!7� �� �� ��5���! ���� ����.���

7�) ��*&-:-( *�$ WebNetPro

	 ����.1� !�� �,�!�� �6 ��������!�� !%�2 #�#�"�8�.6 �"� � ���.������ !� ����" 

.�������� #�,5�2� �����9!2� ��,�!��2�6 ������� %� �� ��!� �"��#�.��"5 �������� ��5��6

� .�������� ��5� �%����. #�#"��"�8 �������. .� �1� %� ����5 "������� �%���� ����! � "�

!��� �5 �����"��" %��.�6 ���� � ��7�� ,��� 5��. %� �%���� !����� �8���� .������!%�2�

�����9!2�6 �� �����2� ��!������� ��! ����� !�6 ���2!�7����� �� %� ���"���2!%��

��,�"5 ���������� !%�2 ��. #�#�"�8�.�

+������ !� ��������!%�� #�9���!5��� �� �"��#�.��"�8� �8��� ������!��2�6 �� ������ �

���� ���89�� #�9%��!��6 ��������!�� !%�2 #�#�"�8�.6 "� � ����8�.� �� �2� ��!������� ��!

����� !�� �"5!� #.�"��5���� ���� � ���9�8� �8���6 ��. � ���� �� 9%�� � 1������8�

!� ���97� #�,�����"7� #�!7� #�#�!%�2� 5�2� � ! �� "5!�2� 0 "5!�2�6 � ! �� "5!�2�

0 �512�6 ���� �512� "� �������# � ��9 "�.�� :�1����!%�2�6 �������!%�2�  �.�5�����;�

� ��9!5� �2� �����9!2� ��,�!��2� ��. �.!�����!������� ��� WebNetPro (Karagiannis,

Markelis, Paparrizos, Samaras, and Sifaleras 2006)6 1�������� ��� ��9!5 �2� �����9!2� ��.

�.!�����!������� �� �%����.� �8���� (����%�� #�6 �� ������5����� �"��#�.��"%� �,�!��%�

�����8��� !� %���! �.!%� ��#���!� �5 "�����. ��#�.� ����� !��

�.�� ���� � ��!��6 ��. � �,�!�� WebNetPro #�,%��� ���!��"�� �� �� �� �� ��.

�������5!���. �����!�"�8 � ������� � !����� � �.����"�.��9�� �8�2� 7��� �� ,�����%� � "0

��� ��.� "�8��� ��� #��,���� #�!%� #�#�!%�2� �2� ��,�!��2� "� �2� �����9!2� ��.�� 	
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�,�!�� WebNetPro ������� �1%��1� ��. �"%��. NetPro6 �� ����� ���.������"� �� ��7��

,��� �5 ��� )�,�%� �� ��� LC� ����� ��� ).�%#��� ��� (�����" � (����� (���������0

"7� (��.�7� (HELORS) �� 3BB46 !� ��� ����� (Dosios, Paparrizos, Samaras, and Sifaleras

2003b)� �� �"%�� �����!�"�8 NetPro  �� !� �,�!�� ����!%�� ��"������"� ��� Matlab�

�� "8��� !����%"��! ��. NetPro  �� 5��6 �� � !���%��� � �����!�����9�� �5 "������6 9

%����� ������.!%�2� � ���� ��"�����!%�� �5�� �� �#��6 5�� ,.��"� "� �� �#�� �� Matlab ����

����"5 .�������� ��. �� ���� �"5!�6 �� �8���� �2� .������!%�2� �����9!2�6 5�� "� �2�

#�!7� #�#�!%�2� %��� ���"�9�� ��!���"��

�� ���� ���8 ��!���" ���9!��� ��� WebNetPro ���� 5�� � �� ���� ��%�� %��� �� #.0

��5��� � ��9�"�8�� ��� ��!%���.� �2� ������!��2� ��. �������6 �� ����� "��������

!��, �� �.�� � ���� !����8� ��5��� � !��,���29�8� �5 ��.� �� ���� P ,�����%� ���

WebNetPro� �.� � �����.��� �������,��� ��.��"� ���� (�5��� ?�C� (��� "���� ��#�0

"�56 5�� �%����. ��#�.� �"��#�.��"� ������ "� !�95#�� !����8� � ���9 ��.� ��.� ,�����%�6 ��

������ �� #��,���.� �5��.� #�� !����8� � ��"���.9 ��.� !� ,.��" ���.�� "����� !�9�!�

�� �����!�"5 WebNetPro �� ����� ���� ����.�� ��. %"#��� ���� #�9%��!� !%�2 ��#�0

"�8�.� �� WebNetPro ���� �.�����"� !� ���,5�! ����.��� ������!��2� #�"�." � �����0

����������� ����"� ���� "��"�.���� 2� !� �������9 "� (toolbox) � ���� ���2!�7�����

��� Matlab6 ��� ����"��� #��"7� .�5 ����.1�� -���� �� ��5��9!�� %��.� .������9�� ���

�����!!�����"5 ���������� ��. Matlab �"#5��2� R146 !� ��"�����!%�� �� Service Pack 3�

�� #�#����"5 �����!�"5 ��. �������,��� �� .�5 �� "�,���� ����%��� �����8� .������!%0

��.� �����9!�.� �� Matlab6 �� ��� ����.�� ������!��2� ��"�." � 
��������������� ).�"�0

"��!%� � �� ���� !����� � ����8��� ����� !� �8����� ������2� #�5!2� �� �"."� #�"�.6 ��

#�"�. !� !� �����"�8 "5���.� ����������!%��.� "8"��.� "97� "� �� #�"�. !� !� �����"�

�51 (Dijkstra)� (����%��6 � �� ���� !����� � ����8��� ����� !� �8����� ������2� #%���2�
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"�.!!��2� ���� !� ��� ��5��9!� ��. Prim6 ���� !� ��� ��5��9!� ��. Kruscal� +�����.� "5!�

��5��9!�� �� ��� �8���� %�2  %12 #%����. #�������� �� ����������!%��.� ���,�.6 ��50

��9!�� �� ������ �����8�.� �� ��� "� ���.� �.��"��"5��� �� ���,�.�6 ��� "� ��5��9!��

.�������!�8 ��������" � #���1��� �"5!� .������ #.��5��� ����.��� ������!��2� !�������

�� �6 �8!,2� !� ��� ��5��9!� .�������!�8 .1�5��2� #�5!2� (augmenting path algorithm)�

� �� ���� !����� � �8��� "����� �5 � ����,��9%�� ����� !� ����%����� !��18 #�0

,�����"7� #�!7� #�#�!%�2�6 5�2� � ! �� ��������  "5!�2� 0 "5!�2�6 ! �� "5!�2� 0 �512�6

� ���� �512�6  �������# ��9 "�.�� �������!%�2�  �1����!%�2� : "� �2� #8�; �512��

�%���6 ��%���� ���� �� ��� � #.��5��� � ���#����� ���2!%� #%���6 ���� "��.9.�5!��

:!� �51; ���� 5�� :!� "!%�; !� �����7� ��!������� ��!� ��5���

7�. �,$!$#�*� ��% �0&�+$-(% WebNetPro

� ����.�� ��5��6 �� Matlab �����!�������� �"���7� �5 �����8� ����� !���� �� 5�� ���

"5�!� "� #�#��"��� �� 5�� "� ������5��� "#�!<"� �#�8!�6 ��%�� �� ���#���! ���� ��0

����� (Colgan 2000) "� (Dunn and Harman 2002)� ��T�� .�� �� �� ���� ��. �����!�"�8

WebNetPro #�� ������� � ���� �1��"��2!%��� !� �� ��7�� �����!!���!�8 Matlab6 �8��

"� ��������� �� Matlab � ���� ��"�����!%�� ���.� #�"�8� ��.� ����2��"�8� .��������%�

: �5 5��. %��.� ��5���� ��� #�#�"�.�;� �� .�5 ��� ��5�� �� WebNetPro 1������� 50

� � �����!!�����"� ������"� !� ��. Matlab6 5�2� %� �������� �8���� �5 !9�!��"%�

�������� ��.����� "�6 ��%�� �� ���#���! (Paparrizos 2004)� �� Matlab �.�#.���� ��,�"�

"� ����"������� (Marchand and Holland 2002) "� ��%��� ��� �� ��� �� #.��5��� � "0

��"�.���� I�,�" �����,���� E� ��� :I���E�  G.U.I.; !� %�� ��5 ��5��6 ��7 #�� , ���

"!!� #.�"��� ���� ����"5 �� ��� ��. �����!�"�8�

-��� � #�#�"�� ��� ����.��� ���� ��!��������!%��.6 �5 �� ,����� 6 ����� !���6 ����0
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���,��� ��� )� ! ?�L� � ,����� � 0 �� ���� ��7� ����"%����� !%�2 ��5� �������� ����8

��� on-line �,�!�� � -(����6 #� !%��. ��5� ��.��5!���. !���86 ����%��� "������ ��5��9!��

	 I�,�" �����,���� E� ��� :I���E�;  (G.U.I.) 9 ������,9�� ��.��"� ���� ��5!��� ��50

���� I� ��� "�����6 � �,�!�� %��� #�#����"5 ��"� � ,�86 � �� ���� ���� �� 9%�� �

������� � ����8!�� #�#�!%� ���5#�. ��. ����� !���6  � � �������� ��� ��5��� "� �

����� ��� !� ���5 ��5�� !��������� � �8��� ��5���6 � "7#�"� PHP !��������� � #�#�0

!%� ���5#�. �5 ��� html ,5�! ���� #�"�!��� #�"�8�. Apache Web Server� � �1.������� �

#�"�8�. Apache �����!������ %� ��#�"5 ����� �� ����� ���!����� matweb6 �8�2� 7��� � ���0

"���2� ��� !� ��� #�"�!��� #�"�8�. Matlab Web server� )� .�5 �� ��!���6 � �8�� .����������

�1- ���"� ��. �5 ��� Matlab Web Server "� 5�� �5 ��� .�������� ���)�� client computer�

)�� �.�%���6 � #�#�!%� �15#�. ������%,���� ���� Apache Web server "� !��� ���2 ����

��������# ��� �"��#�.��" � �,�!�� �� �� .�5� ��� ��5��6 � �� ���� ���!����� � #�#�0

!%� �15#�.� (����5�9��6 � �� ���� !����� � �������� ��� � #�#�!%� ���5#�. "� � #�� �2�

����������� � .�������!%�� �8�� :#��2� � ������� �5 ��� �� 5� � #�#�!%�;�

)� ! ?�L ��#�"�� ����.��� ������!��2�

�.� �� ����! %��� �����!�����9�� � ������8 "7#�" �1.������� � #�"�8�. Apache6 %"#����

3�B�??� +� ��� ������ ���"�� �� #�#����"5��� !��18 �,�!�� � "� �� ���� ).�"�"��!%0

�6 � �� ���� ��%��� � #���� "���� #�#�!%� ���5#�.6 � ���� 9 ���29�8��� ���� Matlab Web
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server "� �������,� �.� � ���"� "�8,9�"�6 "97� ������ "� "���� 9%!� �,����6

!� �� �� �� ��� ������8 "7#�" ��7��� �����!!���!�8 PHP6 � %"#��� ?�L�L �����!����0

 9�"� ���� �������5!��� �,�!�� � �%���6 5� � ��.��5!�� !���8 ��� ��,�" #����,����

.����� 9�"� !� �� �� 9�� ��� ��7��� �����!!���!�8 JavaScript�

(���%��6 �� WebNetPro ���� ��1������ ���,5�!� "� !����� � �����!�������� ����.�7�

�� #�#�"�� 0 �"!�9��� �����9!2� �.�#.���" � ��������������� �1- �������2�� �� W-

ebNetPro �� .� � ��� %"#��� ��������� ���� Matlab Web server6 %"#��� L�3�H "� �"�������

�1- ���"� ��. ���� Matlab Web Server "� 5�� ���.� .��������%� ��. �.�#%���� �� .�5�

(client)� ������ ������# ���� � �� �����!���� ���6 ����# ���� �����" ����! 6 �5 �����0

# ���� ����2��"5 .�������� !� ��5���� ��� ��#�"�.�� 	 ��5���� ������ !� �� �� 9��

��5� �������� ����8 5�2� Mozilla Firefox, Opera  �%��� ��� Microsoft Internet Explorer� 	

�,�!�� WebNetPro !����� � 1�"�� ��� !%�2 ��. ���"�����"�8 �����7��.*

http://eos.uom.gr/∼sifalera/WebNetPro

7�5 � -�&0��( "��!�0?���& 2�(*�� 3����@�4 �$� WebNet-

Pro

�� �����!�"5 WebNetPro ������� !� ,���" �,�!�� �5�� �� ��� �9�!��"5 0 (�������0

��"5 ���.��� 5�� "� �� "������ ������ �� ��� 0 ,����� � ("����� �� ��� "� �������!��"�

� ����� !� ��. ��������� �5 ��.� �� ����6 ��7 �5 ��� ���� !���� �� ��,�"5 ��. ����������

�� ��� !9����� �8"�� "� �� ����

�� Matlab ���� ����.���� �"#5���� ��. ��%��� ����� �� ��! ������ "��"�. � ��,�"7�

#����,���7� ���� �� ���6 � ���7���� !����� � ���� ��.��"%� �����,����� ��� ������ (Pa-

parrizos 2004) "� ��#�"5��� ��� ������ (Marchand and Holland 2002)� 	 ��,�" #����,����
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��. WebNetPro ��������� �5 !� "�����" !��� ������7� � ���� !� �� ����� ��� ���������

�5 �"��%� ��.��5!���� ������6 5�2� ,����� "� ��� "5��.9� )� ! ?�3�

)� ! ?�3 ������" !��� ������7�

�� �������5!��� ������� %��� ���.�9�� ".��2� �� #�#"��"�8� �"���8�6 ��� �� �"���8�

��������������� !������ "��!"�6 ��%�� ��"�������"� �� �����!�"5 (Kennington and Helgason

1980)� '5�2 ����5� ��. �"��#�.��"�8 ��"� � ��� �,�!�� �6 � �� ���� ���� ��������!%���

� ������� ��5���! !� !%����� #������ LB "5!��.� "� L? �51� �.�5 ������ %��� 7��� �

�����%�!� � ���"�������� �2��� ���� �95�� ��. �� ���� �%���6 ��%��� � �,��9�� 5��

"���� �5 � ��#���!� .��8 ��. "�,���.6 ���� #�9%��! "� ���� ���"�����"5 �����7��

��. WebNetPro !� �� !��, ���9���" � ��������#� (help file in HTML format)6 !��,��!%�

���� ����" ��7���
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7�7 �!#,�*� !�$',�+?�:� +� 2�(*� ��% ����@� �$� Web-

NetPro

-(��2 5�� #����� ��� ,����� 0 �� ��� �� ��"��2 "��.9.�5!��� ���,�! ��. )� !���

?�4�

)� ! ?�4 ��"�.� ��#���!���

�� ����8!��� �� .� ��� ��5��� ���� � ����� !������ ��. ��5��. ��9 "�.��� !��18

#.� #�!7� #�#�!%�2�� ).�"�"��!%� !� ! �� ��������� 9 !������� �� �������# ��9 "�.��

�1����!%�2� �512�� )� .�5 �� ���#���! � ! �� ��������� A ���� � ��"��2*

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� ��"��2 ���"� W ���� � ���"� !� � ���� 0 "5��� �2� �512��
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

2 0 0 0 0

3 1 0 0 0

0 2 0 0 0

0 5 2 4 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

	 �������# � ��9 "�.�� �1����!%�2� �512� ���� ��5!�� !� ��� ��9 "�.�� �� !��, 

����� �512�� 	 �!��5��� ��������� ��� �����5� 5�� � �������# � ��9 "�.�� �1����!%�2�

�512� ��9�"�8�� �� ���� �������"7� "5!�2�6 "�9� "5!��.� �.��8 ��. ��#�.� � ��9 "�.��

��9�"�8�� .�%� ��� ������ 2� #��8�!�� I� � !���%��� � ��9�"�.9�� �� #�"�.�6 !� �� !��, 

�������# � ��9 "�.�� �1����!%�2� �512�6 "�9� �51� ���������� �� !� !��#�" "���.9�

��9!7�� �� .�5� ��� ��5��6 #�!��.������ !� #���1� ��� ����� �512�� -(����6 5� � �51

���� ��9!�!%� �� !� �.�"�"��!%�� �����6 ��7��� 5� �1%������ �5 ��� ��7�� "5!�� !��� .��

��. �1%������ �5 �� #�8���� "5!��6 "���"� � �51 ��. �1%������ �5 ��� �#�� "5!�� ����

��9!�!%� !� .9����� ����� "� 5��� �� �����,����� ��. ,���8� �� "�9� �51� ��9�"�8����

�����"� ��� ���� �512�� I� ���#���!6 ��� �� �51� (g, h) ���� �� %��� �51�6 � �.��6 �

"�,� 6 �� "5���� "����� ��9�"�8���� ���� 9%���� �2� #��.�!��2� �.��:M;6 "�,� :M; "�

"5����:M;� (����%�� #�6 %�� #��"��� ���� �.�����!%��� !� "�9� "5!�� i "� 9 �.!��������

!� K(i)� � K(i) #��"��� .��#��"�8�� �� �������� ��9!�!%�� �51� ��� ���� �512�6 �� �����

�1%����� �5 ��� "5!�� i "5!��� �� #��"��� K(i) 9 ��9�"�8���� �� %� #���.�! ������8!���

�5 n + 1 �������� )��� ������2�� 5��. � i "5!��� #�� %��� "�%� �1���5!��� �51�6 �5��

9%��.!� K(i) = K(i + 1)� (�����6 � �������# � ��9 "�.�� �1����!%�2� �512� ��9�"�8�� �

�1���5!�� �51 �5 ��� i "5!�� ���� 9%���� K(i) %2� (K(i + 1)− 1) ��� ���� �512�� $%��.!�

K(1) = 16 ��7 ���� ������2�� ��. ���8�� K(i) > (K(i + 1)− 1)6 �5�� "�%� �51� #�� �1%�����
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�5 ��� "5!�� i� I� � !����8!� � ��%�1�.!� � #�� 1�"���8� �51 �5 ��� "5!�� n 9%��.!�

K(n + 1) = m + 1� ������5����� ��.��"%� �����,����� �� � ������"� !�  !�����"� !�

�����"� !� ��.� #�,�����"�8� ��5��.� ��9 "�.��� !����8� � ���9�8� ��� ������ (Ahuja,

Magnanti, and Orlin. 1993)�

� �� ���� ��%��� #� !%��. ��� "�����" � !���� ������7� � ����%1��* Graph Manipulation

"� %���� Adjacency Matrix to Star representation� )� .�5 �� ��!��� �� ���9.�� ��. )� !���

?�H6 9 ����� �5 �� �� ��� � ������� �� #������ ��� ! ��� ����������

)� ! ?�H � �� ���� ����%��� �� #������ ��� ! ��� ���������

�,�8 ������� �� ��! ? 2� �� 9�� �2� "5!�2� �� �� ���#���! !�6 !%�2� !��� �� %� �%�

���9.��6 ��� )� ! ?�?6 9 ����� �5 �� �� ��� � "��2� ��� � ������� �2� #8� !���7�

A6 W 6 ��. ����,%�9�"� "97� ������ "� � ������ �� ��#�� ��� �������#�8� ��9�"�8��2��

�!��2� !� ������.!%�2� � �8�� 9 ���.���9�� �� %� �%� ���9.��6 ��%�� )� ! ?�C6

5��. ,������ � #�#�!%� �15#�. !� �� !��, #��.�!��2�� I� ��� "����� .�����.� �

#��8�!� �$�)  Tail6 '�!
��  Head6 	/%���  Cost "� �� #���.�! 	 �� ����� #������ ��

9%�� �����.# ���� "5!��. ��� �� ����

-(��2 5��6 � �� ���� ���9.!�� � �1������ ��� 8��1� ����������!%�2� "8"�2� ��� ����0

��8!��� #�"�.�� �5��6 � �� ���� #� !%�2 ��� "�����" � ��!! � ������7� 9 ��%��� � ����%1��

Search Algorithms "� %���� Identification of a Network’s Directed Cycle� �� ��� �#� #�#�"��
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)� ! ?�? � �� ���� �.!����7��� � �������� ��#�

)� ! ?�C 	 �������# ��9 "�.�� �2� �1����!%�2� �512�
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5�2� "� ���� ����%��� ��� �8�� #�#�!%�2� :��������# ��9 "�.��;6 �� #������ ��. ����� !0

��� "� �� ��#�� ��� �������#�8� ��9 "�.��� :�1����!%�2�  �������!%�2� �512�;� ��5���6

������� � #�#�!%� �15#�. ��. ���� ����� ������.!%�2� �5 �� #�8���� ���#���! "� � �������

2� #�#�!%� ���5#�.6 ��%�� )� ! ?�>6 :!5�� ��. �7� #�� ���������� � "5��� �2� �512�6 7���

� �����.9�8� ����������!%��� "8"���;�

)� ! ?�> � ������8!�� #�#�!%� �15#�. �����!�����8��� �7� 2� #�#�!%� ���5#�.

-���2� !����� � ����9�.9�� "� ����"� �5 �� )� ! ?�46 5�� #�� .�����.� ���������0

�!%��� "8"��� ��� #�"�.�� ).���7�6 .������ ��������" #���1� �� �� #�"�.� !� "� � �� ����

���� �� 9%�� � �� #�� ��� ���9.�� ��. ���"8���� ��� )� ! ?�K�

$.!�����6 5�� !� #���1�6 order6 "5!�2�6 (order(i), i = 1, 2, ..., n)6 "����� ��������" 

#���1� topological order6 ��� ���8�� 5�� #���1�:i; ≺ #���1�:j;6 ∀(i, j) ∈ A� �� #�"�.� ��. ����0

���,�"� ��� ���#���! ���� �"."��6 ,�8 �� "�9� �51� (i, j) ���8�� 5�� #���1�:i; ≺ #���1�:j;�

I� ���#���!6 � ?�� "5!��� %��� ����� ���"%� ��7��� "� %��� 2� �" ��8��. #���1�:?; O L6 �

4�� "5!��� %��� #���1�:4; O 36 � H�� "5!��� %��� #���1�:H; O 46 "� �� "�

�� �������5!��� ������� %��� ���.�9�� ".��2� �� #�#"��"�8� �"���8�6 ��� �� �"���8�
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)� ! ?�K* �� ���9.�� !� � #�#�!%� �15#�. ��. �����,���� �� �� ��� �� �� ��9� 8��1�

��������" � #���1���

��������������� !������ "��!"�6 ��%�� ��"�������"� �� �����!�"5 (Kennington and Helgason

1980)� '5�2 ����5� ��. �"��#�.��"�8 ��"� � ��� �,�!�� �6 � �� ���� ���� ��������!%���

� ������� ��5���! !� !%����� #������ LB "5!��.� "� L? �51� �.�5 ������ %��� 7��� �

�����%�!� � ���"�������� �2��� ���� �95�� ��. �� ���� �� ��������!�� ��. �����������

.������8��� !� #8� ��5��.�� ��7���6 !� �� �� 9�� "7#�" JavaScript (client side) "� #�8�����

����� ��%��2� ��� ����� "7#�" ��. "9��5� �����9!�. (server side)�

(����%��6 �������8��� "� ����� ��������"�� %������ ��� ����� "7#�" ��. "9��5� ���0

��9!�.� I� ��� "�����6 �� ��!%� �2� #�,5�2� !���7�6 �� ������ ��������� �� �� �� ���6 5�2�

�� ���#���! � ������� ��� ! ��� ���������  � ������� !�� ����� �512�6 5�2� �� #���.�!

�.��6 "�,�  � #��8�!� K P PK ��%������ ������� I������ %������ ��� �� ����9%����

��!%� !�� ! ��� "5!�2� 0 "5!�2� ���� B  L� �"5!�6 ��%������ �� ���#���! �� ��!%� �2�

"5��2� �2� �512� ���� ��5��9!� �� Dijksta ���� !� �����"�� (����%��6 ��%������ ��� �� ��!%�

�2� �������2� �2� #��.�!��2� �.��6 "�,� ���� !���8����� �5 B "� !�"�5����� �5 n�

��- 5� .��6 #�� ���� #.��5� � ������,9�8� 5� � ��9�� ������� ���# 6 %��2

� .�59��� "�� ��� ���� "������ �����!������ %�� ��5��9!� �8����� ������2� #�5!2� ��
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�"."� #�"�.6 ��7 �� ����9%���� ��!%� ���� �%����� ��. ���������8� �� #�"�.� !� "8"��� )�

.� � ��� ������2�� 9 �.!��8� ��9� "�� ��� �"�%���� ��. "7#�" run time � ���� ����

��5,�."�� ).!����2!��"�6 %��2 5�� %�� �� ���� ���9.!�� � �����!���� ��� !� �������# 

��9 "�.�� "� �.!����7��� ��9�!%� ��� ��!%� ��. #��8�!��� K� �.�5 ������ !����� �

�#�� ��� �� ��5!�� ��9��

�%���6 ��%��� � �,��9�� 5�� "���� �5 � ��#���!� .��8 ��. "�,���.6 ���� #�9%��!

"� ���� ���"�����"5 �����7�� ��. WebNetPro !� �� !��, ���9���" � ��������#� (help file in

HTML format)6 !��,��!%� ���� ����" ��7���

7�9 �!$/(���*� !�$',�+?�:� *� &�2�#$ �&� +��&0 ��:*�

�$� &�2�#$� *�$ WebNetPro

	 �,�!�� WebNetPro #���� �� #.��5��� ��� �� ��� � ��9�"�8��� � #�"� ��. �� �2�

��!��������!%� ����� !�� �� .�5� ��� ��5�� � �� ���� ���� �� 9%�� � ���Q��������

�����# ���� ��5���! #�!��8����� ������.!%�2�6 #��2� � ������� � �.!����7��� 1�� 5���

��� ��!%� �� �������� ����� "��!%��. :text boxes;� I� ���#���!6 � .����9�� 5�� � �� ����

��� )� ! ?�>6 ���� ����%1�� ��� "�.!�� ������ � radio button6 ”Solve and save the configu-

ration”� �5��6 ��� ��5!��� )� ! ?�K6 � �� ���� !����� ��%�� � �"� ��� �� ����� !� ���

��!%���.� ��. ����� !��� "������ #�1� "��" ���� .����8�#��!� ”file” ��� "��2 #�1�5 !%���

��. ��98��. �2� �������!��2�� (���%����� ”Save link as”6 : ”Save as” ���� ������2��

��. � �������� � ����8 ��. �� ��� ���� � Microsoft Internet Explorer; !����� � ��1�"�8��� ��

#�"5 ��. ��!��������!%�� ��5���! ���� ����2��"5 ��. .�������� � ��5"���� � #�#�"��

�������,��� #���!!��"� ��� )� ! ?�M� ��5�9�� ��� )� ! ?�M6 !����� � #�� "������ ���

��2����" #�! ��. �����.�
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)� ! ?�M ������, ��� #�#�"��� !��,5��2��� �����.
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	 �,�!�� WebNetPro ���#�����"� �8�2� 7��� � #������ �� ����� ����� !��� ��.

�� ��� "� � �1"���7��� !� �� �� �� ����8 �����9!�. #�!��.�� 9�"� �� �.�"�"��!%�� ������

�� .����9�� �� ���#���! 5�� � �� ���� ���� #�!��.�� ��� %� ����� �5 %� ��5���! �8�����

��������" � #���1��� ���� �� !��,5��2�� ��. �����.6 � ,5�! html6 ��. ���������� ����

��5��9!� �8����� ��������" � #���1��6 9 ���,���7��� "� 9 ����%��� ��� ��!%� ��. .�����.�

��� ������ �.�5 ���� ��!���"56 #�5�� ����!������� !� .�5� ��� ��5�� ��9�� ��9� ��.

�� ���� ��� �.�"�"��!%�6 ��� � �� ���� ��9�"�8��� !� ! �� ��������� ������8!��� �5

? ��!!%� "� �� ��� "� %�� "5!�� �""������ �� ��� ��5��9!� ��. Dijkstra �� ���#���!6

�5�� � �� ���� #�� !����� � !��,���7��� �� �.�"�"��!%�� ����� �� !� html ,5�! � ����

%��2 5�� ���������� �� !� ,5�! ����2� � �������2� ��. ��5��9!�. �8����� !������� �� � !�

.�������� ����� �512� � "5!� "� �� !� ! �� ��������� !� #�,�����" #�������

	 �#� ����%����� (user - centred) ������ �,�!5���"� "� ���� ���!������ ��. "9��5�

�����.� I� ��� "�����6 "�9� 5��! �����. %��� ��59�! ������8!��� �� "�������� �%1��� 0

"���#�� �� � .�����9 ��� �� �� ��� ��� � 9.!�9�� ��� ��!%���.� ��. ����� !���� �� ���9�0

! #�6 "�9� 5��! �����. ���� %�� �1D ,��� ��9!5� ��. #�!��.������ �5 ���� ��� �.��2�

��9!7�6 !� �"��5 � ����%D�� ��� 8��1� ����2� !� ���!��5�.�� 5��!� ���"���7�����6

5� � ���� ��. #�!��.���8��� %��.� "����1� *.netpro "� %��� !����8� � 1��2����.� �

���� ��� �,�!�� � WebNetPro �5 ����� ����2��"� ���� ��. �� ���� 	 !��,5��2�� ��5�

�����. ������� !� �"��� �� #�#�"��� � �� ���� ����%��� �5 �� "�����" !��� ��� ����� 

Load file �5 �� .��!���8 File� ���� � �� ���� ��%��� � ����%1�� �� ������� ����� ����� 0

!��� ����7��� �� ����"� ���� .�������� ��. �����!����7��� �� "�.!�� Browse6 5�2� ���

)� ! ?�LB� �5��� ���9�� �� ���9.!��5 �����6 � �� ���� ��%��� �� "�.!�� Submit�

)� .� �� ,���6 �� ����� ����� !��� %��� !��,���29�� ���� �1.������� "� !%��� !����

� #������ "� � �.!����29�8� �� ���!����� ��. ����� !��� ���� ���������� ,5�!�� html
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)� ! ?�LB ��� ���� ��. �����. ���� !��,5��2��

��� �,�!�� �� �.�5 ����.�������6 !5��� � �� ���� ��%��� �� "�.!�� Configure� ��%��� �

������9�� 5�� �� ������8!��� "�.!�� Submit %��� �� ���"���9�� !� �� "�.!�� Configure�

)� .�5 �� ��!��� �� �����6 :��. ���������8�� �� ��5���! ��. ���� ��9�"�.9�� ���5���;6

%��� �� ,���29�� ����.�7� "� � �� ���� !����� ���� � �� ����8��� 1�� ���� � �� �������� ���

��� �� ���9.!���

	 �,�!�� WebNetPro #�� �!,����� � ��#��!�� � !� ����.���  ��� ��%��.��� ��

������D� �8���� ��5� �����9!�.� 
��9��� %� ,����� 0 �� ��� � ����9�8��� �� #�" ��.P���

�8�� ��. .���5����  � !����%D�� %�� ��5�� ��9 "�.��� #�"�8�. �� "����� #�,�����"5�

��������"%� ��9!�����  ��5����� �"#5���� ��. �����!�"�8 #�� 9 ���� ����� ��!�� ���

,����� ��. "���� �� �� ��� �,�!�� � WebNetPro� �,�8 ���� �� �#�� �� � ����"%����� �

,����� � !� �.��9��!%�� ��������# ��. #�"�8�.� ��� �� ��7!� !�.6 �� �������5!��� �����!�"5

9 ��%��� � �����!�������� �5 ��.� ,�����%� �� �.������ "�� �����!��� !� ��� ������� P

"9���� ��.�� (��� "�8���� � �.�#.����� � #�#�"�� ��� 9�2����" � ���.��� �����.# ����

�����9!�. !� "����� �.��#�.��"5 �����!�"5 7��� � !����� � ����9�.9�� � "��5��� ��5�
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��5��9!�.� ��- 5� .��6 ���� ���8 �."��5���� � ���� ������# ���� "����� ������6 �� ����� �

�������,�� ��� ��2����"%� ���1��� "�� ��� �"�%���� ��5� �����9!�. ��,�!��2�6  ��� #�,��%�

��� ���97�� �2� #�,�����"7� ��5�2� ��9 "�.��� ��5� #�"�8�.6 �5 5�� � ���� %� ���89���6

�8������6 #�#�"�."5 �.��#�.��"5 ������� �� ����� � ���� �� 9%�� � ���9 ��� "����� ,����� �
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������
 �

& ���"���� ��� �		������ ��� ��

9�� 8�$A� &!$��,�*+?�:�

)� .� �� ������ ���.������"� ".��2� %�� �%�� ��5��9!�� #8� #�5!2� �� �� ��5���!

��� �� � (������. �5���.�� � �������5!���� ��5��9!�� �������,��"� ��"������"� !� 5��.�

#�"�82� "� 1�������� "�������� #�!%� #�#�!%�2� �� �� �"��5 .�5� (����%��6 ��#�����"�

!9�!��"� � ����5��� ��. �����9!�. �� !� �",.���!%� ����� !� "� �����!!�����"�6

5�� �� #.��56 !� ������5���� �������!��"5 ��5��� -(���� �"��� � �� �� ����"7� #��.�!0

��������� vectorizing6 :���� "7#�" %��.� ����������� ��!���"� �� ��5��� ��. DO - END DO;

��� "� �� �� #.�!�"7� #�!7� :�� ���#���! allocatable arrays; "� �� "!!� ������2��

����"7��

(����%��6 #��1 �9�"� .���������" !��%�� ��. NEPSA !� ����� !� !������ #�������� �

�����%�!� ��� !��%��� ���"�����.� ��� �!�����" �.!����,��� ��. �������5!���. �����9!�.

"� �#����� ��� ��5�� !����� � ��. !%��. ��5��. ��. ���1����� CPU time6 ��� "� ��.

!%��. ��9!�8 �2� ���� D�2��

�%���6 2� ������.�� ���%���! ���.������"� "5!� "� %� ���"���2!%�� �����!�"5

����.��� ������!��2� ��"�." � 
��������������6 #�9%��!� ���� �� ��"������ �� ����"5
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.�������� 6 ���� �� �1- �������2� �� �� !%�2 ��#�"�8�.� �� �����!�"5 .�5 ���8�9�0

"� ������� !� ��� ����.1� ��. NEPSA6 ".��2� �5�2 ��� �.����"�8����� #�#�"��� ��.

���,����� ��� !�9�! ,�'�$
'/� &���
��
��%�/��

9�) �!$"�#B��% -�& +�,,$����( 6����&

)�� #��9� ��������,� �.���� "���� ����%� ����� ��#���"%� #�!%� #�#�!%�2�� �������

�� .�%� ���� � ($�
��') (��(�
 5�2� �������,���� ���� ����� (Goldberg, Grigoriadis,

and Tarjan 1991)6  �� �2��� Fibonacci 5�2� �������,���� ���� ����� (Fredman and Tarjan

1987)� 	 9�2����" ���.���"5��� ��5� �����9!�. "9������� �� ��!���"5 �9!5 �5 ���

#�!%� #�#�!%�2� ��. �����!�����8��� �� ��� ��%2�� 5�2� �2� ���� �2� !������7� "�

#��.�!��2� P ����"2�� ��5��6 ���.������ �1�����"5 ��#�,%��� � �����!�����9�8� "� .�%�

�� #�!%� #�#�!%�2� ���� .�������� ��. �����9!�. NEPSA�

(�� !���%��.� � ����.� "������ �����7���� �����"� !� �������!��"%� !�95#�.� �����!!0

���!�8 5�2� ���� �� �����"%� "��!�"2���6 (scaling techniques)6 �5�� 9 ���� #.��5 � �.�"��9��

� �����9!�� NEPSA !� "�����.� ��5��9!�.� ��. 9�2��8��� 2� (state-of-the-art) �� "�8��0

��� .����� ���� 5�2� �� ���#���!6 �%� .�7� ��. ����,%�9�"�6 � ��5��9!�� (Goldberg

and Tarjan 1987)� -���2��� %��.� #��1�9�� .���������"%� !��%��� �� ������ "�#��"�8�.� 5��

� �� �� .�7� �2� �����"7�6 ���� �#����� �������!��" (Bland and Jensen 1992)�

��- 5� .�� 9 ����8�� ��7� � ���.�9�8� "�������� "�5��� ���0"8"�2��� "�

� ����9�� � �.!����,��� ��. �����9!�. NEPSA �� �",.���!%� ����� !�� �����%�2 .��0

�������"%� !��%��� 9 #��1�.� ��� � NEPSA ���� ����!�� �������!��"5�  5�� ���� ���1��

(����%��6 ���� ��#�,%��� � ���.�9�8� �#��. �8��. ��5��9!�� �� ��� ��2��� ����� !�

#�"�82�6 5�2� �� ���#���! �� ��5���! �8����� ������2� #�5!2��

���8 ��#�,%��� ����.� 9 ���.������ !� ������������� ��. �������5!���. ��5��90
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!�. NEPSA "� #��1�2� �"����8� .���������" � !��%��� !� ����� ��������� .����� ����

�����9!2� �� �� ��(�� -	#�6 "���� ���"� �����%�!� ����2 �� ��������� .����� ����

�����9!2� �12����"7� ��!��2� %��.� ������ � �!,������� !� ��� ����� (Badr, Moussa,

Paparrizos, Samaras, and Sifaleras 2006)� (�#�"5��� #�6 � ����.�� ��5�� !� ��� �!�7#�

�1%��1� ��� ���������� GRID6 %�� ���.��� � %��� �� ��5���� �� ��!���"�8� .���������"�8�

�5��.�6 ��. .�5 ����� �.�9 "�� ���5��� 9 %����� � � "�� !���� �� "����� �����.��

���.����"5 "%����6 :���� CERN;� ��� �.�"�"��!%�6 � (���# �.!!��%��� #� !%��. ��. (9��0

"�8 ��"�8�. -(��.�� "� ���������� (�(� :GRNET;6 � ������ ,��%� ���� �.������� � ���

�!�#� (����� Hellasgrid6 �� #��,�� ������!!� ���79���� ��� ���������� GRID�

�1���� � �,��9�� 5�� ������� �%� ���.����"5 ��#�� � �.�"���!5� !�95#2� (���������" �

-(��.�� "� ������ � G��!��8���6 5�2� ,����� �� ���#���! ���� ������� (Seow and How

2002) ��� "� (Rashidi and Tsang 2005)� 	 �,�!�� �����9!2� �12����"7� ��!��2� �� ��

��5���! ��� ��9���� �� ���.��"����"� �.�� !�6 ���� (Karagiannis, Paparrizos, Samaras,

and Sifaleras 2004a)6 ������� �����%�� �����5 ��5���!� ���� ��� "��89.��� .� "������

"� �� ���.����"5 ��5��!! U& =�>���� �� ��"%0$%� ���$����'+� ��)(� %�
 &
����%����
2

5 �����%��'�� -����+%��� 
���"���� �$�($
%��'�� -����%����"�%��6T6 �� ����� �"������� �5

"����8 �5 ��� ���.����" �!�# U �����%��'�� ���0����%�
'�� #���$�
� (Computational Opera-
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